UGESEDDEL 1 - OPGAVE 3

Vi betragter en von Neumann-Morgenstern nyttefunktion (vNM) U(x) over lotterier x.Vi
vil nu bevise, at W(x) er en anden vNM nyttefunktion, der representerer samme lotteri-

praeferencer som U(x), hvis og kun hvis W(x) = fU(x) + ¥, hvor > 0.
“Hvis og kun hvis” svarer matematisk til tegnet ” < 7. Saledes skal vi bevise, at:

”W(x) er pa VNM-form og reprasenterer samme praferencer som U(x)”
=

"Wix) = BU(x) + ¥, hvor > 0.

Beviset deles op i to dele — en for hver veji < :
1. ”<”: Vi forudsetter at funktionen W(x) er defineret som W(x) = fU(x) + ¥ Da
er W(x) pa vNM-form og reprasenterer samme praferencer som U(x).
2. ”=": Vi forudsatter at W(x) er en vNM-nyttefunktion, der repraesenterer samme

preferencer som U(x). Da geelder, at W(x) = BU(x) + ¥.

Ad 1) Vi ser umiddelbart, at W(x) representerer de samme praferencer som U(x), da
W(x) jo blot er en positiv monoton transformation af U(x). Dermed rangerer W(x) de
forskellige lotterier pa samme made som U(x).

Endvidere gelder om W(x), idet U(x) jo er pa vVNM-form, at:
S S N N
W(x) = ﬁU(x) + 7/ = ﬁzﬂ'.\'b'vxi‘ + ;/ = ﬁz ﬂ.\'b'vXS + ;/Z EXS = ZEXS (ﬁvb + 7/)
s=1 s=1 s=1 s=1

Dermed ses, at W(x) ogsa er pa vNM-form blot med transformerede nyttevardier til hver

tilstand.

Ad 2) Vi definerer indledningsvis x” og x* som de lotterier i den samlede mangde af

mulige lotterier X, der giver henholdsvis den hgjeste og laveste nytte. Vi betragter nu et

tilfzldigt lotteri x€ X (dvs. x” = x = x"). Der vil nu findes et tal A_e [0:1], séledes at:



Ux)-U(x")

U@ =AU +A=A)UG) . Altsier 4, = 7rm—r 05

Da U(x) er en vNM-nyttefunktion og dermed er /inecer jf. beviset i opgave 2, fglger at:
UXx)=AU0x")+1-A)UG") =UAx" +1-2)x").

W(x) representerer jo pr. foruds@tning samme praferencer som U(x). Derfor gelder:
W(x)=WAx" +1-1,)x")

Endvidere forudsatte vi, at W(x) var pa vNM-form og dermed line@r. Dette giver:
W) =WAx" +A-A)x") =AW ") +A-1)W (x").

Nu indsetter vi udtrykket for A,, hvilket efter lidt udregninger giver:

Ux)-U(x")
Ux")-Ux")
_ W(xH)—W(xL )U(x)+W(xL)_U(xL) W(xH)—W(xL ) _

U™y -Uh) U™y -Uh)

W(x)=A 0" "))+ (xh) = ™y = (x"))+ (")

BUx)+7,

w(x"y—=w(x")
U™ -U")

w(x"y—wx")
Ux"y-Ux")

hvor S = og y=W(x")-UK")

Dermed ma W(x) ngdvendigvis vaere en positiv affin (dvs. pa formen a-x + b)

transformation af Ufx), idet Ux"), UGS), W) og W(x") blot er konstanter.’

Konsekvenser af beviset:

Selv om alle positive monotone transformationer af U(x) reprasenterer u@ndrede
preferencer for lotterier, er det kun positive affine transformationer af U(x), der bevarer
vNM-formen. Heraf fglger, at kun positive affine transformationer af nytteverdierne
v,...,vs til de enkelte tilstande /,...,S holder praferencerne for lotterier uendrede. Dermed
er dette nyttebegreb kardinalt og ikke ordinalt, som vi kender det fra den normale

forbrugerteori.
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! Vores bevis kraver strengt taget, at U™ > Uxh). Setningen holder dog ogsa, hvis U™ = Uxh).



