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Note til differentialligninger:

Fgrst skal man naturligvis ggre sig klart hvilken orden differentialligningen er af.

2
Indgar x,%,x'(t) kun, eller er der ogsa X,%,x”(t)?

Differentialligninger af forste orden:

Vi operer med flere typer af fgrste ordens differentialligninger:

. Den simpleste type den type, hvor . Her gelder naturligvis blot, at:
i=2=x0)=/0) & x0)=[r0)d=F() (1)

. Den naste type 1. ordens differentialligninger er separable differentialligninger. Disse kan

opskrives pa formen [X = f () - g(x). Her separerer man de variable:

#=x ()= =020) & [ =] 70 @

Nar integralet er udregnet har du lgsning, der dog kan tenkes at vaere pa implicit form.
OBS! Her skal du ogsa vere opmarksom pa de sikaldte konstante losninger, der er de
tilfeelde, hvor g(x) =0, dvs. de tal: { ae Rl g(a) =0 }, disse giver de konstante lgsninger:

xX(t)=a

. Vi ser nu pa lineare differentialligninger af fgrste orden. Vi starter med det lette tilfelde.
Her kan ligningen skrives:

x+ax=b,abe R‘

Lgsningen kan skrives:

X+tax=bh & x(t)=C-e"”+% ,b,a,CeR. 3)

. Denne gang ses pa lidt svaerere lineere differentialligninger af fgrste orden, der kan lgses

vha. den sakaldte Panserformel.
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Ligningen er magen til den ovenfor, blot er a og b ikke le&ngere skalarer, men

funktioner af ¢:

x+alx=b()

Her bliver Igsningen (Panserformlen):

fral=b0) o x(z):e‘f“(’)"’.(m jef“(’”’.b(z)drj -

)
x(t)= C-e"A(’)+e'A(’)-_[b(t)-eA(’)dt . hvor A(t)= ja(t)dt
Sa mangler vi Bernoullis differentialligning. Den kan skrives pa formen:
=00 ) +R( "
Ligningen lgses ved at man indf@rer en substitution: z = x'™". Herefter fas ligningen:
I .
T2+ E00)=R0O) 5)

Denne skal fgrst normeres, og derefter kan den lgses vha. Panserformlen (4).

Til sidst skal der substitueres tilbage, idet:

x(t): Z(t)ﬁ (6)

Saledes er lgsningen fundet.

Til sidst skal nevnes en speciel type af de separable differentialligninger, dem der kan

skrives pa formen |4 = B(x—a)x— b)‘ Bemark, at a # b. Udtrykket pa hgjre side af

lighedstegnet svarer til en omskrivning af et andengradspolynomiet. Dvs. at vi vil Igse de
differentialligninger, hvor den fgrste afledede er lig med et andengradspolynomium. (i x!)
Bemeark i gvrigt, at metoden ikke kan bruges, hvis polynomiet har en dobbeltrod.

& = B(x—alx—b) &

b—a-C-e?tr b—-a ™
S e A e

Nar man Igser denne type 1. ordens differentialligninger, sa er det vigtigt, at der henvises

til Sydsater bind II s. 10-11, hvor udregningerne star.

|
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Differentiallieninger af anden orden:

I virkeligheden er lgsningsmetoden til differentialligninger af anden orden veasentlig simplere end
for f@grste ordens. Dette ha&nger naturligvis blot sammen med, at det er meget lille udsnit af

andenordens differentialligninger vi beskeftiger os med. Vi ser nemlig pa typen:

%+a%+bx:f(t)
Lgsningsmetoden, er at man starter med at finde Igsningen til den tilsvarende homogene
differentialligning:

d’x  dx

dt2 +a5+bx:0

Ved at indsatte funktionen x(¢) = ¢ fas idet

x'(H= S og x7(H)= 22 et
at

2o+ a i+ be =0 <=>

P+ald+b=0 ,idet € #0 og saledes kan vi godt dividere
Det drejer sig derfor nu om at 1gse denne andengradsligning, der kaldes det karakteristiske
polynomium. Vi udregner pa sedvanlig vis diskriminanten:

d=d’—4-b

e Hyvisd>0:

Sa findes der to reelle rgdder 4; og 4, saledes at

x,(t)=e™ og x,(t)=e* dvs

Lt

_ Mt
x(t)—cl-e' +c,-e” ,c,c,€R

Dermed kan Igsningsrummet ogsa skrives som L = span‘rgﬂ’" ;eﬂﬂ’}
e Hvisd=0:

Sa findes der én reel dobbeltrod Ay, saledes at

a
A =——
2
x(’)=cl'eﬂo[+cz'f'eﬂ°’ ,C,C,ER eller

L= span‘rgﬁ“' st }
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Hvisd <0:

Sa findes der to komplekse rgdder, saledes at

C—atai-4b —ax\C)ab-a’) —atiJab—d __a_ iv4b-a’
2 2 2 T2

2

A
A=azti-pB

Vi kan derfor opstille en kompleks lgsningsfunktion z til differentialligningen:
2=k, - ek, e@P | ke C

Hvis vi nu se&tter k1 = k» = V2, sa fas:
ipt —ipt
. - . . e +e
X, :%.e(aﬂﬁ)t_i_%.e(a i) :%.eoa‘_elﬁ/_i_%_eoﬂ.e iBt :em[ _]:

e” -cos(B1)

idet vi i sidste led benytter os af en af Eulers formler.

1

Tilsvarende s®tter vinu k, =5 og k, =—5- Herved fas:

Xy =7 2i 7€ e 2i ;i

e” -sin(B1t)

Alt i alt fas saledes:

x(t)=c,-e” -cos(Bt)+c,-e” -sin(B1)

B —if
B - a a -in  «l € —e
—L.e(aﬂ )_L_.e(a ’ﬁ)’—L. ’ﬁ[_L.e .e’ =e [—]—

Vi har nu faet lgst den homogene ligning i alle tilfzelde. Lgsningsmetoden til den inhomogene

differentialligning er, at man tager den fuldsteendige lgsning til den homogene differentialligning

(som vi fandt ovenfor) og legger en “gattet” partikuler lgsning til.

Fremgangsmaden til at finde den partikulare 1gsning:

Hvis f(f) = A, sa er en partikular Igsning u = 4

Hvis f'(¢) er et n’te grads polynomium, sa findes der et n’te gradspolynomium med ukendte
koefficienter, der kan bruges som partikuler lgsning. Koefficienterne findes ved at

differentiere den gaettede partikulere lgsning og sette ind i differentialligningen.

Hvis f(t) = p-e, si er en partikuler Igsning u’ = —— 2. ¢

q2+aq+b'
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Dette krever dog, at q2 +aqg+b#0.

Hvis dette ikke er tilfzldet, sd kan man finde en konstant B, séledes at B-t-¢? bliver en
partikuleer 1gsning. Dette ma sa ggres pa “slavemetoden”, dvs. at der skal differentieres og
indszttes i differentialligningen.

Hvis f(¢) = p - sin(rf) + g - cos(r?)

Her er der heller ikke nogen “easy way”’, men man s&tter

u =A-sin(rt) + B - cos(rt)

og sa&tter denne og dens afledede ind i differentialligningen, og dermed bestemmes

konstanterne A og B.



