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Forord:
Dette kompendium er ment som en hjelp til at hurtigt at finde de relevante formler til brug ved
opgaveregning i lineer algebra. Kompendiet er udarbejdet primert pa baggrund af ”Lineaer
Algebra” af Mogens Ngrgaard Olesen og Frank Hansen, og kompendiet bgr benyttes sammen med
denne lzrebog. Man kan evt. ogsa sgge hjelp i Jens Carstensens “Linear Algebra”, der ogsa er
benyttet ved udarbejdelsen af dette kompendium. Der er ved de enkelte s@tninger og definitioner
givet en henvisning til l&rebogen, som man som studerende kan benytte som reference.

Jeg haber, at mange vil finde fordele i anvendelsen af dette verk.
PS: Hvis du finder en fejl, sa send mig en mail pa: erik_bennike @hotmail.com.

Erik Bennike februar 2001
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Elementar vektorregning (LA kap. 1)

Def.: Indre produkt
Et indre produkt er en afbildning
(x,) > (xly)e R, hvor (x,y)e R"xR"
som opfylder betingelserne
o ()-0h)
o (x+ y|z): (x|z)+ (y|z)
o (Ady)=2(dy)
. (x|x)2 0
o (x|x):O & x=0

hvor x, y, z er vektorer tilhgrende R” og A er en skalar.

Def.: Skalarproduktet
Et specielt indre produkt er skalarproduktet, der defineres ved

X Wi
1 X
x~y:iny, , hvor x = :2 og y= y:Z
i=1 :
xn yn

Def.: Normen af en vektor

Normen af en vektor lIxll defineres som

||x||:1/ix|x-, VxeR'

(LA def. 1.2.6)

(LA def. 1.2.1)

(LA s. 19)

Specielt er normen af en vektor med skalarproduktet som indre produkt givet ved

o=V :[ixﬂ Vxe R’
i=1

1
2
J

1
[\e]
1

(LA s. 18)
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Satn.: Regneregler for normer af vektorer

Def.:

Def.:

Def.:

Def.:

* [H=0

o |d=0 <= x=0

o A=A+

o e+ =l+

o el He-of =2 + 2

Vx,ye R" og VieR. (LA Sztn. 1.2.10)

Vinkel mellem vektorer

Vinklen 8 mellem to vektorer x og y defineres ud fra

cosf = (x|y) = 0= cos_l[ww (LA s. 23)
-1 [REY

Hyperplan
En mangde H kaldes en hyperplan hvis
H={yeR'la-(y-x)=0} (LA s. 25)

a kaldes en normalvektor for hyperplanen og x er et fast punkt i hyperplanen.

Underrum
Lad U vere en ikke-tom delmangde af vektorrummet R”. U kaldes et underrum hvis
e x+yelU Vx,yelU
o /xeU VieRAVxeU (LA def. 1.4.1)
De to betingelser kan samles til

o Jx+uyelU ViueR A Vx,yeU (LA sztn. 1.4.4)

Udspceendingen af en meengde

Lad M veare en ikke-tom delmangde af R”. Ved udspandingen af M forstds mangden
4

span M = {Z/l,aim €ER, aeM, pe N} (LA def. 1.4.7)
i=1

af linearkombinationer af vektorer fra M.

(O8]
1
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Hvis M er en endelig mangde af vektorer dvs. M = {aj,ay, ...,a,}, sa kaldes span M for

udspandingen af vektorerne ai,a, ..., a.

Satn.: Udspeendingen af en meengde er et underrum
Udspendingen af en ikke-tom mangde M, der er en delmangde af R”, er et underrum af R”.
Hvis U er et underrum af R” og M er en delmangde af U, sa er span M en delmangde af U.
Udsp@ndingen af en mangde er det mindste underrum der indeholder mangden.
(LA setn. 1.4.8 & s. 31¢)

Satn.: Feellesmeengden mellem underrum
Fallesmangden mellem vilkarlig mange underrum af R” er selv et underrum af R”.

(LA setn. 1.4.11)

Sa@tn.: Sum af vektorer fra forskellige underrum

Lad der veare givet endelig mange underrum Uy, Uy, ..., U, af R”. M@ngden
Uz{xle +x2+--~+xp|x1 eU,x,€U,,...x, € Up} (LA s@tn. 1.4.12)

er et underrum af R”.

Satn.: Direkte sum af underrum
Summen af # underrum er direkte, hvis og kun hvis den eneste fremstilling af nulvektoren
fremkommer som den trivielle fremstilling, hvor alle led selv er nulvektoren. For at en sum
mellem » underrum ikke skal vere direkte skal der altsa gaelde, at nulvektoren kan
fremstilles som summen af to eller flere egentlige vektorer fra forskellige underrum.
Summen mellem to underrum U, og U, er direkte, hvis og kun hvis fellesmaengden
U, N U, kun indeholder nulvektoren. (LA s. 33 mv.)
At en sum mellem underrum er direkte skrives som

U=U,0U,®..0U,
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Matricer (LA kap. 2)

VIGTIGT: Husk at nar der skrives at en matrix 4 € R”

", sd menes der en matrix med m
reekker og n sgjler. Benavnes ogsa tit som en ’m X n matrix”, og udtales ”m kryds »n

matrix”.

Sa@tn.: Regneregler for matricer.
e A+B=B+4 kommutativ lov

e A+(B+C)=U+B)+C associativ lov
e 4+0,,=0,, +A=A4

_ _ _ (LA s. 47)

e Der findes en entydigt bestemt matrix — A= (=1)A4 for hvilken

A+ A4=4+(4)=0,,,
for alle mxn matricer A,B og C.

Desuden gzlder der fglgende regneregler for skalarer og matricer

e A(4+B)=A4A+AB
e A+ =4+

(A+p)a w (LA s. 47)

o (ua=Alud)

o 14=4

for alle m X n matricer 4 og B og skalarer 4, it € R.
Addition og subtraktion af matricer foregar ved koordinatvis addition/subtraktion.

Tilsvarende foregar multiplikation med skalarer ved koordinatvis multiplikation.

Def.: Matrixmultiplikation
Fgrst slar vi fast at matrixmultiplikation ikke er kommutativ (dvs. A-B # B-A).
For at kunne definere matrixproduktet er det ngdvendigt at indfgre lidt yderligere notation
Vi kalder den #’te rekke i matrix A for vektoren @' og den j’te sgjle i matrix B for vektoren

b;. Matrixproduktet defineres ved

a'-b a-b, 1 b,
2 2 2
anpr=ap=| @0 bp
a"-b a"-b, - a"-b, |

Vi bemarker at sgljeantallet i den fgrste matrix skal vere lig reekkeantallet i den anden

matrix. Saledes kan den omvendte multiplikation altsa kun lade sig ggre, hvis p = m.
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Ved multiplikationen er reekke- og sgjleantallet i den fremkomne matrix altsa bestemt af:

Den fgrste matrix bestemmer raekkeantallet og den anden matrix bestemmer sgjleantallet.

Satn.: Regneregler for matrixmultiplikation

e AB+C)=A4B+A4C AeR!,B,CeR)
e (4+B)=4C+BC A,BER! ,CeR’
(LA sztn. 2.2.4/5)
e (14)B=A(AB)=A(4B) A€R, AeR! og BeR!
e (4B)C=4(BC) AeR),BeR..Ce R!

Def.: Regularitet / invertibilitet af kvadratiske matricer
En kvadratisk matrix A4 kaldes regular (invertibel) hvis der findes en kvadratisk » X n matrix
B, sdledesat A'B=BA=E, (LA def. 2.2.7)
hvor £, er enhedsmatricen. Matricen B kaldes 4’s inverse matrix (og omvendt), og den

-1
benavnes 4.

Satn.: Regularitet af inverse matricer
. ° . . -1 o
Lad A4 vere en reguler matrix. Sa er den inverse matrix 4~ ogsa regular, og 4 er dennes

inverse matrix, dvs. (Afl) =4 (LA satn. 2.2.9)

Satn.: Inverst matrixprodukt
Lad 4 og B vare regulere matricer. Sa er ogsa matrixproduktet 4B reguleert og den inverse
matrix til matrixproduktet er matricen 4B =B 4" (LA satn. 2.2.10)

Bemark rekkefglgen!

Def.: Transponeret matrix
Den transponerede matrix til 4 benzvnes 4’ og fremkommer ved at ombytte rekker og sgjler
iA.
Der gzlder endvidere fglgende
e (4+B)' =4"+B'
e (M) =24’ (LA def. 2.2.12)
e (4)=4

-6-
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Def.: Transponering af matrixprodukt
Lad 4 vere en m X n matrix og B vare en p X m matrix. Der gelder

(BA) = A'B’ (LA s@tn. 2.2.14)
Bemark rekkefglgen!

Satn.: Regularitet af transponeret matrix
En kvadratisk matrix 4 er reguler, hvis og kun hvis den transponerede matrix 4 er regulzr.
Endvidere gelder det, at (A’)f1 = (Afl)' for enhver regulaer matrix A
(LA sa@tn. 2.2.15)
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Linezere ligningssystemer (LA Kkap. 3)

Def.: &Zkvivalens af to ligningssystemer
To ligningssystemer kaldes a&kvivalente, hvis de har samme lgsningsmangde.

(LA def. 3.1.3)

Def.: Omformninger af linecere ligningssystemer

Omformningerne ce;(c), 0i(c) og ay af et lineert ligningssystem bestaende af m ligninger
med » ubekendte defineres ved:

;(c): For i # j multipliceres den j’te ligning med konstanten ¢ og resultatet leegges til

den 7’te ligning.
oi(c): Den i’te ligning multipliceres med konstanten ¢ # 0.
a;:  Den i’te ligning ombyttes med den j’te.
(LA def. 3.1.4)

Disse svarer til rekkeoperationerne i matricer, der leder til at echelonmatricen og det

oprindelige ligningssystem (matrix) er &kvivalente. (LA sztn. 3.1.5)

Def.: [Initialettal og echelonmatrix
Et initialettal i en matrix indfgres saledes: Hvis det fgrste fra O forskellige element i en rekke
er 1, s kaldes dette ettal for et initialettal. (LA s. 68)
En m X n matrix F kaldes en echelonmatrix hvis fglgende er opfyldt:
® Enhver raekke, bortset fra evt. nulreekker har et initialettal.

® Over og under alle initialettaller star der lutter nuller.

® Huvis to reekker ikke er nulreekker, star initialettallet i den gvre raekke i en sgjle
lengere til venstre end initialettallet i den nedre.

® Evt. nulrekker star nederst i matricen.

(LA def. 3.2.1)

Satn.: Echelonscetningen
En m X n matrix kan ved rekkeomformninger omformes til en echelonmatrix

(LA sztn. 3.2.3)
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Satn.: Initialettal og konsistens
Hvis der i den udvidede koefficientmatrix til en givent line@rt ligningssystem star et
initialettal i s@jlen leengst til hgjre, da er ligningssystemet inkonsistent.

Hyvis dette ikke er tilfeldet, da er ligningssystemet konsistent. (LA sztn. 3.2.5)
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Operationsmatricer (LA kap. 4)

Satn.: Reekkeoperationer og operationsmatricer

Lad 4 = (a;) vere en m X n matrix.
® Resultatet af rekkeoperationen ;(c) udfgrt pa matricen A4 er lig med
matrixproduktet af m X m operationsmatricen 4£(c) og A.
® Resultatet af rekkeoperationen o;(c) udfgrt pa matricen A4 er lig med
matrixproduktet af m X m operationsmatricen ¢J;(c) og A.
® Resultatet af rekkeoperationen a;; udfgrt pa matricen A4 er lig med

matrixproduktet af m X m operationsmatricen 4;; og 4.
(LA sztn. 4.1.1)

Satn.: Inversion af operationsmatricer

Samtlige operationsmatricer er regulere.

° £, (c) for i#j, i,j=1,...,m. Deninverse matrix er
—1
Ezj (C) = ‘/Elj (—C)
375 (c) for ¢#0, i=1,...,m. Deninverse matrix er
. (LA kor. 4.1.2)
0,)'=0,¢)
O/f” for i,j=1,...,m. Deninverse matrix er
A7 =4

) )

Satn.: Operationsmatricer og Echelonmatrix
Lad 4 vere en m X n matrix. Der findes en m X n echelonmatrix F og en reguler m X m
matrix R saledes at 4 = R-F. Matricen R kan skrives som et produkt R=R; R,*R, af

operationsmatricer. (LA s®tn. 4.1.3)

Satn.: Invertering af matricer
En n X n matrix A4 er reguler, hvis og kun hvis der findes #» X »n operationsmatricer
R,R,...,R, forhvilke
RR,-R,(4 E,)=(E, B) (LA sztn. 4.2.2)

I givet falder 4™ = B.
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Satn.: Invertering af diagonalmatrix
Invertering af en regular diagonalmatrix foregar ved pa hver plads i diagonalen at tage den

reciprokke verdi til det pageldende diagonalelement.

Satn.: Invertering af 2 X 2 matrix.

Invertering af en 2 X 2 matrix foregar saledes:

a c} » 1 d —cw 1 d —c}
A: A = =
b d) detA|-b «a , ad—bc\-b a )

-11 -
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Basis og dimension (LA Kkap. 5)

Def.: Linecer afhengighed og linecer relation

Lad (ay,a, ...,ap) vere et st af vektorer fra R" . En fremstilling af nulvektoren som en

linearkombination Aya; + ay + -+ + Apa, = 0

af aj,ay, ..., a, kaldes en linear relation mellem sattets vektorer. Hvis alle koefficienterne
1,42, ..., Ap er nul, kaldes fremstillingen triviel eller uegentlig. Hvis dette ikke er tilfeldet
kaldes fremstillingen ikke-triviel eller egentlig.

Et sadant st af vektorer kaldes lineert afhangigt, hvis der findes en egentlig linear relation

mellem sattets vektorer. Ellers kaldes sattet for lineert uathengigt. (LA 5.1(.1))

Bemark specielt, at et set af vektorer aldrig kan vere lineart uathangigt, hvis to eller flere

af vektorerne i s@ttet er proportionale. (LA 's. 94)

Et vektorsat, hvor mindst en af vektorerne er nulvektoren er altid linezr athengigt.

(LA s. 95¢)

Satn.: Linear afhcengighed og linearkombination
Lad (ay,a, ...,ap) vaere et st af vektorer i R". Sattet er lineert afhangigt, hvis og kun hvis
(mindst) en af vektorerne kan skrives som en linearkombination af de gvrige. Eller:
Et set af vektorer er lineert athengigt, hvis og kun hvis (mindst) (LA sztn. 5.1.4)

en af vektorerne tilhgrer udspaendingen af de gvrige.

Satn.: Suppleringsscet og delscet (linecer (u)afhengighed)
Lad ay,a, ...,a, veere vektorer i R”.
® Hovis sattet (a1, a, ..., ap) er lineert afhengigt, sa er ethvert s@t af vektorer, som

fremkommer ved at supplere det givne sat ogsa lineaert afhengigt.

® Hvis sattet (a1, a, ...,ap) er lineert uafhengigt, sa er ethvert dels@t ogsd lineart

uath®ngigt. (LA sztn. 5.1.7)
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Def.: Basis for et underrum
Lad U vare et underrum af R”, og lad (a1, a», ...,ap) vaere et set af vektorer i U. Vi kalder
s&ttet (ai,ap, ...,ap) en basis for U, hvis det er linezrt uathangigt og udspander U.

(LA def. 5.2.1)

Satn.: Grassmanns udskiftningssceetning
Lad (a1, ...,ap) vere et lineert uafhangigt set af vektorer i R” og lad
U = span {aj,a,, ...,a,} vere underrummet frembragt af vektorerne i s@ttet. Hvis (b1, b, ...,b)
er et lineaert uafhaengigt st af vektorer fra U, sa gelder der at ¢ < p. Endvidere kan man
udskifte g af vektorerne i sattet (a1, a, ...,a,) med vektorerne by,b,, ..., by, sa det pa denne
made fremkomne szt er lineart uafhengigt og frembringer underrummet U.

(LA s®tn. 5.2.4)

Satn.: Baser for underrum og antal af vektorer
Lad U veere et underrum af R". Hvis (ay,as, ...,ap) og (b1,b, ..., by) begge er baser for U,
galder det atp = g. (LA kor. 5.2.5)
Endvidere: Hvis (aj,ay, ...,ap) er et lineert uafhaengigt st af vektorer i R”, geelder der at

p=<n (LA kor. 5.2.6)

Satn.: Eksistens af basis til underrum

Ethvert underrum af R” har en basis. (LA s®tn. 5.2.7)

Def.: Dimension af et underrum
Lad U vare et underrum af R”. Ved dimensionen af U forstés antallet af vektorer i en basis

for U. Dimensionen af U betegnes med dim U. (LA def. 5.2.8)

Satn.: Suppleringsscetningen
Lad U vare et underrum af R” af dimension p. Hvis ¢ < p, og (a1, a,, ...,aq) er et lineart
uathengigt set af vektorer i U, sa findes der supplerende vektorer uy+1,...,up, i U for hvilke

det supplerende st (a1,ay, ..., ap U1, ..., Up) er en basis for U. (LA sztn. 5.2.10)
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Satn.: Dimension og direkte sum af underrum
Hvis Uy, U, ..., U, er underrum af R”, som danner direkte sum U=U; @ U, ® --- @ Uy, sa
galder der, at
dm U=dim U +dim U, + ... +dim U, <n (LA sxtn. 5.2.12)

Def.: Ortonormalitet af vektorscet

Et s®t af vektorer (ai,a», ...,a,) kaldes ortonormalt (et ortonormalt s@t) hvis vektorerne i

settet er enhedsvektorer og indbyrdes ortogonale. (LA's. 114)

Satn.: Ortonormering af vektorscet (Gram-Schimdts ortonormaliseringsmetode)
Lad R” veere udstyret med et indre produkt (-I). Hvis (ay,a, ...,ap) er et lineert uafhengigt
sat af vektorer i R”, sa findes der et ortonormalt st (b1, b, ..., b,) for hvilket
span {by, ..., b;} =span {ay, ..., a;} fori=1,2,...,p (LA s. 115)
Maden hvorpa man finder disse ortonormale vektorer er som fglger:

Forst dannes vektorerne (ci,c», ...,cp), 0g derefter normeres de til s@ttet (b1,b, ...,bp):

Cl = al
_ a2|cl)
C, =d; — ¢
¢ |c1
_ (a3|cl) _ (a3 |Cz)
ST )
cl|cl cz|cz

c =a _(ap|cl)c _(ap|02)c o (ap‘cpl)c
S 1% o i e
€116 C»|Co C p-1|Cp-1

1 1 1
b=—vc, b=—-—c, .. ,b=—:0c (LA 's. 115-116)
el e ’ ’

Jes|

Satn.: Eksistens af ortonormalbasis for underrum
Ethvert underrum af et euklidisk vektorrum, som er forskelligt fra det trivielle underrum kun

bestaende af nulvektoren, har en ortonormalbasis. (LA kor. 5.3.2)

- 14 -
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Satn.: Supplering til ortonormalt scet i euklidisk vektorrum
Lad U veare et underrum af dimension ¢ i et euklidisk vektorrum (R”", (:I)), og lad
(a1, ay, ..., ap) vere et ortonormalt szt af vektorer i U. Hvis p < ¢, sé findes der supplerende
vektorer Uy, ... , Uy saledes at s@ttet

(an,ay, ..., apUq+ 1, ..., up) udger en ortonormalbasis for U. (LA s®tn. 5.3.4)

Satn.: Vektorer og ortonormalbasis
Lad (R”, (:I)) veere et euklidisk vektorrum udstyret med en ortonormalbasis (a1, ...,a,). Der

galder

x=Y (v o, for enhver vektor x € R”. (LA sztn. 5.3.5)

Satn.: Det ortogonale komplement
Lad M veare en ikke-tom delmangde af et euklidisk vektorrum (R”, (-I)). Mangden af
vektorer
M'={xeR'l(xy)=0 Vye M} (LA's. 118m)
som er ortogonale pa samtlige vektorer er et underrum af R”".
Lad U vare et underrum af et euklidisk vektorrum (R”, (--)). Underrummet U har

dimension n — dim U og kaldes det ortogonale komplement til U. Der gelder at

Ut = (U L)L =U . Underrummene U og U danner direkte sum med summen R”".

(LA sztn. 5.3.6)
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Linezere afbildninger (LA kap. 6)

Def.: Linecer afbildning
En afbildning 7: R” — R" , hvor n og m er to naturlige tal, kaldes lineer, hvis

T(Ax + py) = ATx + uTy ViueR Vx,yeR" (LA def. 6.1.1)

En vilkarlig linear afbildning 7' : R" — R" afbilder nulvektoren i R” pa nulvektoren i R".
Endvidere gelder det at T(—x)= —Tx.
Billedet ved en line@r afbildning 7" af en linearkombination af vektorerne aj,ay, ...,a, er en

linearkombination af vektorerne Tay, Tas, ... ,Ta, med de samme koefficienter

T (span M) = span T(M)

Satn.: Linecer afheengighed af billederne af vektorscet
Lad 7': R" — R" vare en lineer afbildning og lad ay,a,, ...,a, € R". Der galder fglgende:
e Hyvis vektorsattet (a1, as, ...,ap) er lineart athengigt, medfgrer det, at ogsé s@ttet
(Tay,Tay, ..., Tay) er linezrt afthengigt.
e Hvis vektorsattet (Taj, Ta, ..., Tay) er lineert uathengigt, medfgrer det, at ogsa
settet (ai,ap, ..., ap) er linezrt uathaengigt, og at 7 er en injektiv afbildning.

e dim 7(U) <dim U for ethvert underrum U af R”". (LA sztn. 6.1.2)

Def.: Billedrum og nulrum
Lad T': R" — R" veare en linear afbildning. Billedmangden
R(D) ={Tx|xe R"}
kaldes billedrummet for 7" og mangden
NMD={xeR"ITx=0}
kaldes nulrummet (kernen) for 7. (De vektorer, der nar de afbildes via 7 bliver nulvektoren)
En afbildning ¢ : M; — M, kaldes surjektiv, hvis ¢ (M)) = M. (LA def. 6.1.3)
En afbildning er surjektiv hvis og kun hvis dim R(7) = m, og dermed skal m < n for at en

afbildning skal have mulighed for at vere surjektiv. En ngdvendig, men ikke tilstrekkelig

betingelse.

-16 -
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Satn.: Surjektivitet og billedrum
Lad (aj,ay, ...,a,) vaere en basis for R”, og lad 7: R” — R" veare en linear afbildning.
e Billedrummet R(7) frembringes af settet (Ta;, Tay, ..., Tay).
e Ter surjektiv, hvis og kun hvis settet (Tay;, Tay, ..., Ta,) frembringer hele R".

e dmR(7)<n (LA sztn. 6.1.4)

Satn.: Nulrum og underrum

Nulrummet N(7) for en linezr afbildning 7 : R” — R” er et underrum af vektorrummet R”.

(LA sztn. 6.1.5)

En afbildning mellem to mangder kaldes injektiv, hvis forskellige punkter fra

“startmangden” ikke kan afbildes i samme punkt i destinationsmangden”.

Satn.: Injektivitet og nulrum
En liner afbildning 7': R” — R" er injektiv, hvis og kun hvis N(7) = { 0 }.dim N(T) =0
(LA sztn. 6.1.6)

Satn.: Linecer uafhengighed og injektivitet
Lad (aj,ay, ...,a,) vaere en basis for R”, og lad 7: R” — R" veare en linear afbildning. Der
galder, at T er injektiv, hvis og kun hvis sattet (7ay, Tay, ..., Tay) er linezert uathengigt.

(LA sztn. 6.1.7)

Satn.: Billedrum og surjektivitet samt injektivitet
Lad 7: R" — R" vaere en linear afbildning. Der gelder fglgende:
e Ter surjektiv, hvis og kun hvis dim R(T) = m.
e Terinjektiv, hvis og kun hvis dim R(7) = n. (LA kor. 6.1.8)
En afbildning kaldes bijektiv, hvis den bade er injektiv og surjektiv.

For at en linear afbildning skal vere bijektiv skal saledes n = m, altsa en afbildning:

T:R"— R". En siddan afbildning kaldes en endomorfi.
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Satn.: Endomorfi og injektivitet / surjektivitet / bijektivitet
Lad T': R" — R" vaere en endomorfi. Sa gelder det at hvis:
T er surjektiv <=> T er injektiv <=> T er bijektiv (LA kor. 6.1.9)
Ikke forstaet sadan at alle endomorfier har de ovenstaende egenskabet, blot forstaet sadan, at

hvis den har én af egenskaberne, sa har den automatisk dem alle tre.

Satn.: Grassmanns dimensionsscetning
Lad 7: R" — R" vaere en linear afbildning. Der galder at

dim R(7) + dim N(T) = n (LA sztn. 6.1.11)

Satn.: Regning med linecere afbildninger
Fgrst definerer vi summen af to linezre afbildninger.
Lad 7, S: R" — R" vare to linezre afbildninger. Vi definerer:
(T+S)(x)=Tx +Sx VxyeR
Denne er ogsa en lineer afbildning (seetn.) (LA s. 135)
Vi definerer ogsa produktet af 7'med en skalar /:
AWD(x) =ATx VxeR"
Denne afbildning er ogsa en linear afbildning (s&tn.) (LA s. 135)
Ved differensen 7 — S mellem to lineare afbildninger forstas
T-S=T+(DS
Denne afbildning er ogsa en line@r afbildning. (LA s. 135)

Satn.: Sammensat og invers linecer afbildning
Lad S: R" — R" og T': R” — R’ veare lineare afbildninger. Den sammensatte afbildning
ToS:R"— R’erogsa lineer. (LA sztn. 6.2.2)
Lad T: R" — R" vaere en bijektiv, linear afbildning. Den inverse afbildning

' : R" - R" er ogsi linezr. (LA sztn. 6.2.3)

Satn.: Adjungeret afbildning
Lad 7: R" — R" vere en lineer afbildning mellem euklidiske vektorrum. Der findes en

entydigt bestemt linezr afbildning 7" : R” — R” for hvilken
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(Tx|»)=x1Ty) VxeR',VyeR" (LA stn. 6.3.1)
Afbildningen T’ " kaldes den til T adjungerede afbildning.

Satn.: Nulrum, billedrum og adjungeret afbildning

Lad T: R" — R" vaere en linear afbildning mellem euklidiske vektorrum. Der galder

N@)=R([") (LA sztn. 6.3.3)

idet 7" er den til T adjungerede afbildning.

Satn.: Sum, produkt og skalarmultiplikation af adjungeret afbildning

Def.:

Lad T, S: R" — R" vare lineare afbildninger mellem euklidiske vektorrum. Det galder at

o T+8)'=T"+58"

o D =iT ,leR (LA ¢v. 6.3.5)
Ladnu 7: R" — R" 0og S : R” — R’ veare linezre afbildninger mellem euklidiske
vektorrum. Det gelder at

e SN'=TS (LA gv. 6.3.5)
Bemark rekkefglgen!

Symmetrisk / selvadjungeret endomorfi
En endomorfi af et euklidisk vektorrum kaldes symmetrisk eller selvadjungeret, hvis

T'=T (LA def. 6.3.6)

Satn.: Lad 7, S vare endomorfier af et euklidisk vektorrum (R”, (--)) for hvilke

(Tx1x)=(Sx1x) VxeR’ (LA satn. 6.3.8)
Hvis T og S er selvadjungerede, sa gelder det at 7= S.

Satn.: Regneregler for normen af linecere afbildninger

Lad T, S: R" — R" vare line@re afbildninger mellem euklidiske vektorrum. Der galder at
o IZxI<|T- Ikl Vxe R"
o T+ ST+ NS
e ATNI=1I-NITI VieR (LA saztn. 6.3.10)
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Lad T: R"— R" og §:R" — R’ veere linezre afbildninger mellem euklidiske vektorrum.

o ST S nz (LA gv. 6.3.11)

Satn.: Normen af adjungeret afbildning
Lad T': R" — R" veare en linear afbildning mellem euklidiske vektorrum. Der galder at

T7=T og I N=ITI og IT'TI=ITP (LA sztn. 6.3.12)

Def.: Isometri
En lineer afbildning 7': R” — R" kaldes en isometri, hvis

I7xll=llxll Vxe R" (LA def. 6.4.5)
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Linezere afbildningers matrixligninger (LA kap. 7)

Satn.: Linecere afbildninger og matricer

Til enhver liner afbildning 7': R” — R" er der knyttet en m X n matrix 4, sdledes at det
geelder: Ix=y <=> Y=4X VxeR" VyeR" (LA s. 155)

Her betegner X og Y koordinatsgjlerne for hhv. x og y — alt dette naturligvis for et givent valg
af baser i de to vektorrum R" og R".

Koordinatsgijlerne i 4 er billederne af basisvektorerne i R".

Sa@tn.: Regning med linecere afbildningers matricer

For linezre afbildninger 7, S : R" — R" gelder der, at
* Apns=Ar+As
o Ay=idA; JLeR (LA sztn. 7.1.2)
Lad T: R"— R" og S: R” — R’ veare lineere afbildninger. Der gaelder at
o A=A A (LA sztn. 7.1.3)

Satn.: Matrix horende til bijektiv afbildning

Lad T: R" — R" veare en bijektiv linear afbildning. Matricen A7 er reguler og den inverse

matrix: 4,) =4, (LA s@tn. 7.1.4)

Satn.: Adjungeret afbildning og transponeret matrix

Def.:

Lad T': R" — R” veare en linear afbildning mellem euklidiske vektorrum udstyret med
ortonormale baser (g1,€2,...,81) 02 (f1./2, -...fm), 0g lad A vaere matricen hgrende til 7' med
hensyn til de valgte baser. Den transponerede matrix 4’ er den til den adjungerede afbildning

T hgrende matrix med hensyn til det samme valg af baser. (LA s&tn. 7.1.5)

Rangen af en matrix
Ved rangen af en matrix forstas det stgrste mulige antal sgjler i noget lineert uathaengigt
delsat udtaget blandt sgjlerne i matricen. (LA def. 7.2.1)

Rangen af matrix A skrives som rg 4.
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Med hensyn til den kanoniske basis, sa er sgjlerne i matricen A koordinatsat for vektorerne
Te, Tey, ... Te, og frembringer derfor billedrummet R(7). Dvs.

rg A = dim R(T)
Undertiden benyttes betegnelsen R(A4) som R(7T) og tilsvarende for nulrummet N(4) = N(T).

Def.: Grassmanns dimensionsscetning for matricer
Lad 4 vere en m X n matrix. Der gelder
rgA+dimNA)=n (LA s®tn. 7.2.2)
Antallet af exogene variable er lig med dim N(A). Saledes er antallet af endogene variable lig
med rg 4, altsa lig antallet af sgjler i den til 4 hgrende echelonmatrix, der indeholder et

initialettal. n er antallet af sgjler i 4.

Satn.: Sojlerang og reekkerang
Lad A vere en m X n matrix. Der gelder at rekkerang A = sgjlerang A4

(LA sxtn. 7.2.5)

Satn.: Konsistens af linecere ligningssystemer og rang af matrix
Et lineert ligningssystem er konsistent, hvis og kun hvis rangen af ligningssystemets

koefficientmatrix er lig med rangen af den udvidede koefficientmatrix.(LA satn. 7.3.1)

Def.: Homogene ligningssystemer

Et lineart ligningssystem kaldes homogent, hvis konstantsgjlen

b\ (0
b, | |0

B=| 2 |=|. (LA def. 7.3.2)
b 0

m

Ellers kaldes ligningssystemet for inhomogent.

Satn.: Entydig losning til linecert ligningssystem og rang af matrix
Antag af et linezrt ligningssystem S er konsistent. Lgsningen til S er entydig, hvis og kun

hvisrgAd=n (LA sztn. 7.3.3)

1
[N°]
[\e]
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Satn.: Losningsmeengde til homogent og inhomogent ligningssystem

Lad S vare et konsistent inhomogent ligningssystem med lgsningsmangde L og lad Xel

vere en vilkarlig Igsning til S. Der gaelder at
L={x=x,+XX,e 1, (LA sztn. 7.3.5)

hvor L, betegner Igsningsmangden til det tilhgrende homogene ligningssystem Sj.

Koordinattransformation
Lad (ay,ay, ...,an) 0og (b, by, ...,by,) vaere to baser i R”. En vilkarlig vektor x € R” har en entydig
fremstilling af formen x = 4,a; + Axaz + ... + A,a,. Vi kan derfor konstruere en lineer
afbildning S : R” — R" ved at satte

Sx =S(Aay + Arap + ... tAnan) = by + by + ...+ Auby,
Afbildningen S transformerer en vektor med et givet koefficientset med hensyn til basen
(a1, ay, ...,an) over i den vektor, der med hensyn til basen (b, b, ...,b,) har samme
koefficientsat. Specielt geelder det, at Sa; = b;, i=1,2,...,n
Afbildningen S kaldes for koordinattransformationsafbildningen hgrende til skiftet fra basen

(ai,ay, ...,ay) til basen (by, by, ...,by,). S er entydigt bestemt. (LA 's. 170)

Satn.: Koordinattransformationsafbildnings linearitet

Den ovennavnte koordinattransformationsafbildning er lineer og bijektiv.
(LA sztn. 7.4.1)
Omvendt galder det ogsa, at en hver bijektiv og linezr afbildning S : R” — R" er en

koordinattransformationsafbildning. (LA s. 1719)

Satn.: Vektorer som linearkombination af basisvektorer

Lad (aj,ay, ...,a,) og (by, b, ...,by,) veere to baser i R”, og lad S vare koordinattrans-
formationsafbildningen bestemt ved Sa; =b;, , i=1,2,...,n
Enhver af vektorerne b, kan pa entydig made skrives som linearkombination af vektorerne i
basen (aj,ay, ...,ay). Der findes sdledes koefficienter q1;,q2,. ..,gx for hvilke

b = qijay + qua> + -+ + qua, j=12,...n

Matricen Q = (qU. )e R er reguler og hgrer til § med hensyn til begge baser (ai,as, ...,a,) og

(b1,by, ..., by). (LA satn. 7.4.2)
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Matricen Q kaldes koordinattransformationsmatricen hgrende til skiftet fra basen
(ay,ay, ...,ay) til basen (b4, b,, ..., b,). Koordinattransformationsmatricen hgrende til skiftet fra

basen (by,b,, ..., by) til basen (ay,ay, ...,ay) er den inverse matrix Q‘l. (LA 's. 172)

Satn.: Vektorer under forskellige baser og koordinattransformationsmatricen
Lad a = (aj,ay, ...,a,) 0og b = (b1,by, ...,b,) vare baser for vektorrummet R” og lad x € R" vare
en vilkarlig vektor, der med hensyn til baserne a og b har koordinatsgjlerne X, og X;. Hvis
n X n matricen Q = (gq;)) er koordinattransformationsmatricen hgrende til skiftet fra a til b,
galder der at
X = 0Xp (LA sztn. 7.4.4)

Satn.: Koordinattransformationsmatrix

Vi teenker os en valgt basis (a1,as, ...,a,) i R". Lad T: R" — R" vare en lineer afbildning, og
lad 4 = (@) € R veere den til 7 hgrende matrix med hensyn til den valgte basis. Lad ogsa

(b1,bs, ..., b,) veere en basis i R”. Matricen
B=0"40 (LA stn. 7.4.6)
er den til 7 hgrende matrix med hensyn til basen (b1,b, ..., b,), idet Q er

koordinattransformationsmatricen hgrende til skiftet fra (ay,as, ..., ay) til (b, by, ..., by).

Hyvis der findes en regulaer matrix Q for hvilken ovenstaende ligning gelder, sa kaldes de to

kvadratiske matricer A og B regul@rakvivalente. (LA s. 175)

Satn.: Ortogonal matrix og koordinattransformationsmatrix
Lad (R", (:-) ) vare et euklidisk vektorrum udstyret med ortonormalbaser (ay,ay, ...,a,) 0g
(b1,by, ...,by). Hvis Q betegner koordinattransformationsmatricen hgrende til skiftet fra
(ai,ay, ...,ap) til (by, by, ..., b,), gelder der at

0'=0" (LA sztn. 7.4.8)

En reguler matrix Q for hvilken det ovenstaende gelder kaldes en ortogonal matrix. Navnet
er lidt misvisende — egentlig ville en ortonormal matrix have veret mere rammende, da der
kreeves for at en matrix Q skal vaere ortogonal, at settet bestaende af matricens sgjlevektorer

skal vere et ortonormalt sat.
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Hvis en sadan matrix Q eksisterer, og altsa er ortogonal, sa kaldes matricerne 4 og B ikke

bare regulerakvivalente, men ogsa ortogonalaekvivalente.

(LA's. 176n)
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Determinanter (LA kap. 8 og 9)

Vi indfgrer en lidt speciel notation: Lad 4 veere en vilkarlig m X n matrix og lad X betegne en
1 X n matrix. Hvis den r’te reekke i A erstattes med X opfattet som reekke, fremkommer en ny

matrix, som betegnes med 7, (A4 < X). (LA s. 186)

Satn.: Weierstrass’ determinantscetning
Determinantafbildningen 4 — det A er den eneste n-linecarform defineret pa mangden af
n X n matricer, som tilfredsstiller:
o detE=1

e For enhver matrix 4 = (a;) € R og ethvert n> 1 gelder der

det A = Xn:akl (1) det(D,, (1)) (LA setn. 8.2.3)
k=1

Satn.: Determinant af enhedsmatricen mv.
Ladne Nogce R, ogvelgetr=1,2,...,n. Der gelder at
o detE,=1
o det/, (A« X+Y)=detl, (A< X)+det, (A7)
o det(Gdc)A)=c-detd (LA s®tn. 9.1.1)

Satn.: Diverse regneregler for determinanter
For enhver n X n matrix 4 gelder der:
o det(l4)=2"-detd ,1eR
e detdA=0 , hvis 4 indeholder en nulrekke (LA kor. 9.1.2)
e detA=0 , hvis to af rekkerne 1 4 er ens
o det(ALyc)-A)=detd fori#jogce R
o det(ﬁ,-j-A)z—detA Jfori#j,ideti,j=1.2,...,n (LA sztn. 9.1.3)

Altsa, hvis to reekker ombyttes, sa skifter determinanten fortegn.
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Satn.: Determinanter af operationsmatricer

For ethvert ne Nogi,j=1,2,....,n gelder der

o det (L) =1 ,fori#jogce R
o detUic)=c ,ceR
. det/f,-j =-1 Ny (LA kor. 9.1.4)

Lad S og 4 vaere n X n matricer. Hvis S er en operationsmatrix, gelder der

o det(S4)=detS-detA4 (LA kor. 9.1.5)

Satn.: Determinantens betydning for regulariteten af en matrix

En n X n matrix 4 er regular, hvis og kun hvis

o detA#0 (LA teor. 9.1.6)

Satn.: Flere regneregler for determinanter

For n X n matricer 4 og B gaelder der

o det(A-B)=detA-detB (LA teor. 9.1.8)

o det A'= (detA )_1 , hvor 4 er reguler

e Regulerekvivalente matricer har samme determinant (LA kor. 9.1.9)

o detd' =detd (LA sztn. 9.1.10)

Satn.: Determinant af diagonal- og trekantsmatrix
Determinanten af en trekantsmatrix er lig med produktet af diagonalelementerne, fglgelig er

determinanten af en diagonalmatrix ogsa lig med produktet af diagonalelementerne:

® detd= Ha”. , hvor 4 er en n X n diagonal- eller trekantsmatrix.
i=1

(LA sztn. 9.1.11)

Satn.: Sojleoperationer og determinant

Lad A vere en n X n matrix. Der gelder

e detA=0 , hvis 4 indeholder en nulsgjle
e detA=0 , hvis to af sgjlerne i 4 er ens

e Ombyttes to forskellige sgjler i A, sa skifter determinanten fortegn
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e Hvis man til en sgjle i 4 adderer en linearkombination af de gvrige sgjler, sa

forandres determinanten ikke. (LA kor. 9.2.1)

Satn.: Laplaces udviklingssceetning
Fgrst indfgrer vi komplementet af en # X n matrix 4:
Aj=(-1)"-detD;;(4) ,ideti,j=1,2,...,n (LA s. 206)
For en n X n matrix 4 = (a;) gelder der
o detdA=a141+andn+...+amdm ,r=1,2,....n
o detd=apAis+ apAos+ ... +apAdys ,5=1,2,...,n (LA s®tn. 9.2.2)
Det gverste kalder vi for at udvikle efter 7’te reekke.

Det nederste kalder vi for at udvikle efter s’te sgjle.

Satn.: Invertering af reguleere matricer
Fgrst indfgrer vi matricen 4 = (4;) hvis element i den i’te reekke og den j’te sgjle er
komplementet, hvor A4 er given n X n matrix:
Aj=(-1)'"-detD;;(4) ,ideti,j=1,2,...,n (LA s.211m)
For enhver »n X n matrix 4 gelder der
o AA'=(detd)-E, (LA sztn. 9.4.1)

hvor E,, er n X n enhedsmatricen.

Lad A vere en reguler n X n matrix. Den inverse matrix er givet ved
A=

= . (LA sztn. 9.4.2)
det A

Satn.: Cramers formler
Lad AX = B vere et Cramersk ligningssystem. At et ligningssystem er Cramersk vil sige et
ligningssystem bestaende af » ligninger med » ubekendte, hvis dog koefficientmatricen er
reguler, dvs. har determinant forskellig fra nul. (LA s. 213)

De ubekendte xi, x, ..., x, er givet ved formlen:
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ay - Gy by @y coeay,

() bz A1) * Ay,

o x = (det4)” af‘ B (LA sztn. 9.5.1)

Ay e Aygoy by Gy -,
fori=1,2,...,n
Husk dog d’herrer M. Ngrgaard Olesen og Frank Hansens kommentar til Cramers formler:
”Cramers formler ... udgor en ekstraordincer uokonomisk metode til at lose linecere

ligningssystemer ... benyttes derfor neesten udelukkende i forbindelse med teoretiske

overvejelser.”



Def.:

Def.:

Kompendium til Linezr Algebra
Politstudiet, matematik, 1. arsprgve
Af Erik Bennike

Spektralteori — (LA kap. 10)

Egenveerdi
Lad T: R" — R" vaere en linezr afbildning og lad 4 € R. Hvis der findes en egentlig vektor
x € R" for hvilken Tx = Ax , sd siges x at veere en egenvektor for 7, og A kaldes den

tilhgrende egenvaerdi. (LA def. 10.1.1)

Egenrum
Til en given linear afbildning 7: R” — R" og et givet 4 € R indfgres mengden
o Vi(A)={xe R"ITx=/x} (LA def. 10.1.2)

e Denne kaldes egenrummet for 7 hgrende til skalaren A.

e Denne er et underrum af R” | idet V7 (A) =N (T - AI)

¢ Dimensionen af V7 (1) kaldes egenvardimultipliciteten for A og betegnes med
emy (A).

e Jeren egenverdi for 7 hvis og kun hvis egenverdimultipliciteten emr (1) > 0.

e Der gaelder specielt, at V', (0) = N (7). Derfor er nul en egenverdi for 7, hvis og
kun hvis T ikke er injektiv.

e Maengden af egenvardier for en endomorfi 7 kaldes spektret for 7 og betegnes

med o (7). (LA s. 222¢)

Sa@tn.: Sum af egenrum og egenveerdimultipliciteter

Def.:

Lad T': R" — R" vaere en linezr afbildning med indbyrdes forskellige egenveardier
A, 42, ..., Ap. Egenrummene Vi (41), Vi (42), ..., Vi (4,) danner direkte sum, og summen af
egenverdimultipliciteterne:

emr (A1) + emy (o) + -+ emy (4y) <n (LA satn. 10.1.4)

Det karakteristiske polynomium
Lad T veere en endomorfi af R” og lad A vare den til afbildningen 7 hgrende matrix med
hensyn til en valgt basis. Polynomiet

pr(t)y=det(A—1tE) (LA def. 10.2.1)

kaldes det karakteristiske polynomium for 7.

(98]
=
1
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Satn.: Egenveerdi og det karakteristiske polynomium
En skalar 1 er egenvardi for en linear afbildning 7: R” — R” , hvis og kun hvis 1 er rod i
det karakteristiske polynomium p7. (LA s@tn. 10.2.2)
Da et polynomium af #’te grad hgjst har » reelle rgdder, ser vi umiddelbart, at en endomorfi

af R" hgjst har n egenverdier. (LA s. 224n)

Def.: Rodmultiplicitet
Rodmultipliciteten for en rod A i et polynomium p(¢) er det naturlige tal »m (1) for hvilket

p(t) kan skrives pa formen

PO=@-2)""-0()
hvor Q (¢) er et polynomium, som ikke har 4 som rod. (LA s. 225)

Rodmultipliciteten angiver det antal gange 1 er rod i det karakteristiske polynomium.

Satn.: Egenveerdimultiplicitet og rodmultiplicitet
Lad T': R" — R" veere en lineer afbildning. Der geelder
e emr(A) <rmr (L)
o emr(A)=n—-dimR(T—4l)
for ethvert A € R. (LA s&tn. 10.2.3)

Symmetrisk afbildning og invariant underrum
Def.: Lad (:I-) vaere et indre produkt i R”. Husk, at en linezr afbildning 7 : R” — R” kaldes
symmetrisk hvis (Tx 1y)=(x | Ty) V x,y € R". (LA s. 228n)
Satn.: Der gaelder, at 7" er symmetrisk, hvis og kun hvis den tilhgrende matrix med hensyn til en
given ortonormalbasis er symmetrisk. (LA s. 229¢)
Def.: Etunderrum U af R” kaldes invariant under en endomorfi 7" af R” hvis 7U c U.
Egenrummet V7 (1) hgrende til en egenverdi 4 € R er et simpelt eksempel pa et invariant

underrum. (LA s. 229¢)

Satn.: Invariant underrum, symmetrisk endomorfi og ortogonalt komplement
Lad T vare en symmetrisk endomorfi af et euklidisk vektorrum (R”, ().
e Hvis Uer et invariant underrum, sa er ogsa det ortogonale komplement U +

invariant under 7.
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e Hyvis / og u er forskellige egenveardier for 7, sa er egenrummene V' (1) og

Vr (1) ortogonale.

Satn.: Symmetrisk endomorfi og det karakteristiske polynomium
Lad T veere en symmetrisk endomorfi af et euklidisk vektorrum (R”, (-I)).

Det karakteristiske polynomium har en reel rod. (LA stn. 10.3.2)

Satn.: Spektralscetningen
Lad T': R" — R" vaere en symmetrisk linear afbildning og lad A, 4y, ..., Ap vaere de
indbyrdes forskellige egenvardier for 7. Der galder:
e emp(A)=rmr(A) for i=1,2,...,p
o emr(h)+emr(ly)+ - +emr(Ay) =n
e FEgenrummene danner direkte sum og
Vi) ®Vr () @ - @ Vr(4,) =R"
¢ Der findes en ortonormalbasis for R” bestdende af egenvektorer for 7. Med

hensyn til denne basis er den tilhgrende matrix af formen

4 0 0 O 0O O O O 0 O
o -~ 0 0 0 0O O O 0 O
o 0 4 0 0 0O O O 0 O
0o 0o 04 0 O O O O O
o 0o 0o 0 -~ 0 0 0 0 O
D=
0o 0o 0 0 0 4 O O O O
0o 0 0 0 0 0 - 0 0 O
0O 0 0 0 0 O A, 0 0
0o 0 0 0 0 O 0 - 0
o 0 0 0 O o 0 O 4, ,

Diagonalelementerne er egenvardierne for 7" hver medtaget sa mange gange som

egenvaerdimultipliciteten angiver. (La sztn. 10.3.3)

Satn.: Symmetrisk matrix, diagonalmatrix og ortogonaleekvivalens

En symmetrisk matrix 4 € R er ortogonalekvivalent med en diagonalmatrix. Der findes

altsd en matrix Q € R” for hvilken Q= Q' og s matricen

O8]
[\
1
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D=07"40
er en diagonalmatrix. De » diagonalelementer i D er rgdderne i det karakteristiske
polynomium
pa(t)y=det(A—tE,) ,te R

hver medtaget sa mange gange, som rodmultipliciteten angiver. Sgjlerne i ortogonalmatricen

O er koordinatsgjler for vektorerne i en ortonormalbasis af egenvektorerne for 4 med hensyn

til den kanoniske basis. (LA kor. 10.3.4)

Def.: Definithedsforhold

En symmetrisk 7 X n matrix 4 kaldes positiv definit, hvis

Ax1x)>0 VxeR" , x#0

Tilsvarende kaldes 4 negativ definit, hvis —4 er positiv definit.

Matricen A kaldes positiv semidefinit, hvis

(Ax| x)ZO Vxe R”

og kaldes negativ semidefinit, hvis —4 er positiv semidefinit.

Matricen A4 kaldes indefinit, hvis der findes vektorer x, y € R" for hvilke

(4x|x)>0 og (4v]|y)<0 (LA def. 10.3.5)

Satn.: Definithedsforhold og egenveerdier

Lad A vere en symmetrisk # X n matrix. Der gelder

A er positiv definit, hvis og kun hvis samtlige egenveardier er positive

A er positiv semidefinit, hvis og kun hvis samtlige egenverdier er ikke-negative
A er negativ definit, hvis og kun hvis samtlige egenvardier er negative

A er negativ semidefinit, hvis og kun hvis samtlige egenvardier er ikke-positive

A er indefinit, hvis og kun hvis 4 har bade positive og negative egenvardier

(LA sztn. 10.3.6)
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Kvadratiske former (LA kap. 11)

Def.: Kvadratisk form
Ved en kvadratisk form K : R” — R defineret pa det n—dimensionale vektorrum R” forstés
en reel funktion med en forskrift af formen
K(x)=K(x,,x,,....x,)= Zc,jxixj (LA def. 11.1.1)
ij=1

hvor x = (x1, X2, ..., x,) € R". Tallene c;j kaldes koefficienterne for kvadratiske form K.

Setn.: Matrix og kvadratisk form
En kvadratisk form K : R” — R kan skrives pa formen
Kx=X'CX

hvor C = (¢j) er en n X n matrix, og
(LA s@tn. 11.1.3)

er koordinatsgjlen for vektoren x med hensyn til den kanoniske basis for R”.

Satn.: Kvadratisk form og entydigt bestemt symmetrisk matrix
Lad K : R" — R veare en kvadratisk form. Der findes en entydigt bestemt symmetrisk 7 X n
matrix 4 for hvilken
Kx)=X'4X VxeR"

idet X betegner koordinatsgjlen for vektoren x. (LA sztn. 11.1.5)

Satn.: Kvadratisk form, entydigt bestemt symmetrisk matrix og skalarproduktet
Lad K veere en kvadratisk form pa R”, og lad 4 vare den ovennavnte tilhgrende entydigt
bestemte symmetriske # X » matrix. Der gelder

K(x)=A4x-x Vxe R (LA stn. 11.1.7)
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Def.: Kvadratisk form og isotrop vektor
Lad K : R" — R veare en kvadratisk form, og lad 4 vere den til K hgrende symmetriske
n X n matrix. En vektor v € R” siges at vare selvadjungeret eller isotrop med hensyn til K

hvis K()=0 (LA def. 11.1.8)

Def.: Definithedsforhold for kvadratiske former
Lad K : R" — R veare en kvadratisk form. Vi siger, at K er

® positiv definit, hvis K (x) >0
® negativ definit, hvis K (x) <0
e positiv semidefinit, hvis K (x) > 0
® negativ semidefinit, hvis K (x) <0
for alle vektorer x # 0. (LA def. 11.2.1)
¢ indefinit, hvis der findes vektorer y og z i R” for hvilke K () > 0 og K (z) < 0.

Satn.: Definithedsforhold for kvadratisk form og symmetrisk matrix
En kvadratisk form har samme definithed som den tilhgrende symmetriske matrix.
(LA sxtn. 11.2.2)
Satn.: Definithedsforhold for kvadratisk form og egenveerdier
Lad K : R" — R veare en kvadratisk form, og lad 4 vere den til K hgrende symmetriske
matrix. Egenvardierne for 4 regnet med multiplicitet betegnes 41, 4, ..., 4,. Der galder
e Kernulformen, hvis og kun hvis 4; =0, ..., 4,=0
e Ker positiv definit, hvis og kun hvis 4, >0, ..., 4,>0
e Kernegativ definit, hvis og kun hvis 2, <0, ..., 4,<0
e Ker positiv semidefinit, hvis og kun hvis 4, >0, ..., 4,>0
e Kernegativ semidefinit, hvis og kun hvis 4; <0, ..., 4, <0
e Ker indefinit, hvis og kun hvis 4 har mindst én positiv og mindst én negativ

egenveerdi. (LA s&tn. 11.2.5)

Def.: Hovedunderdeterminant / ledende hovedunderdeterminant
En hovedunderdeterminant kaldes ogsa en principal underdeterminant, og denne

fremkommer ved at vi stryger et vist antal sgjler og tilhgrende reekker. Dvs. at hvis man vil

(98]
(9]
!
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stryge 3. s@jle, skal ogsa 3. reekke stryges. Determinanten af den nu fremkomne matrix
kaldes en hovedunderdeterminant eller en principal underdeterminant.

Antallet af hovedunderdeterminanter til en » X n matrix er givet ved 2" — 1.

En ledende hovedunderdeterminant ogsa kaldet en ledende principal underdeterminant til en

kvadratisk matrix 4 fremkommer saledes:

all al2 alk
a a eoa

D=2 "7 . M k=12..n (MA2 s. 154-155)
Ay i Ay

Satn.: Positiv definit og ledende hovedunderdeterminanter
En symmetrisk # X » matrix 4 er positiv definit, hvis og kun hvis de ledende

hovedunderdeterminanter alle er positive. (LA teor. 11.3.4)

Satn.: Positiv semidefinit og hovedunderdeterminanter
En symmetrisk »n X n matrix 4 er positiv semidefinit, hvis og kun hvis samtlige

hovedunderdeterminanter er ikke-negative. (LA teor. 11.3.5)

Satn.: Negativ definit og semidefinit og (ledende) hovedunderdeterminanter
Lad A4 vere en symmetrisk » X n matrix. Der gelder
e Matricen 4 er negativ definit, hvis og kun hvis de ledende

hovedunderdeterminanter opfylder

a, a, - alp
(_1)pD (12 )=(_1)p.a'21 0'22 a,, 0
A P :
Clpl apz app

forp=1,2,...,n
e Matricen A4 er negative semidefinit, hvis og kun hvis samtlige

hovedunderdeterminanter opfylder

1y -D,G i, --i,)20 1<i <-<i <n

P

forp=1,2,...,n (LA kor. 11.3.6)
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Hvis man fx skal afggre om en 5 X 5 matrix er negativ definit tager de tilhgrende ledende

hovedunderdeterminanter. Sa skal de ledende underdeterminanter have fglgende fortegn:

1x1 2%X2 3x3 4 x4 5%X5

D'=-1,dvs.=| (<1)’=1,dvs. + | (=1) ==1,dvs. = | (<1)*=1,dvs. + | (1)’ =1, dvs. —

Satn.: Determinanten af en symmetrisk matrix

Determinanten af en symmetrisk matrix er lig med produktet af egenvardierne.
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Oversigtsopgave til Lineaer Algebra v/ Arne Frgsig Rasmussen

2 0 4
Vi starter med at definere en matrix 4: A=/0 6 0
4 0 2
1) Beregn determinanten af A.
Vi Laplaceudvikler efter 2. sgjle:
2 0 4
2 4
detA=|0 6 0|=6 =6-(4-16)=-72
4 0 2

2) Bestem rangen af matrix A.

Da det A # 0 er A regulzer. Ergo havesrg 4 =3

3) Er matrix A reguleer? Angiv i bekreefiende fald A7

Ja, A er regulzer, jf. sporgsmal 2. Vi udregner A

2 0 41 0O 2 *2 1 0 2
0600101*% 01 0
0
0
1

S -
o

40 200 01 00 —6|-2
-1 0

O wi-
S o=

W=

S o=
|

=

° . . . -1 .
Saledes ses det igen, at har en invers matrix, 4™, der er givet ved:

S wli=

1

6
1 1
3 0 6)

Vi kontrollerer, at 4 - A = E;

20 4\(-1 0 L) (100
4-47=[0 6 0[]0 L 0]=[0 1 0
40 2|4 0 -5 (001

kontrol er OK, A" er korrekt udregnet.
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4) Bestem dimensionen af billedrummet for matrix A.
Det vides generelt, at de linezert uafhengige sajlevektorer i 4 udspzender

billedrummet for A. Da rg A = 3, jf. spergsmal 2, fas derfor at dim R(4) = 3.

Alternativt:
2 0 4Y1-2 *; 1 0 2 1 00
4=|0 6 0 #*1ll=10 1 0 =10 1 0
4 0 2 00 -6FL*L) |0 0 1
Heraf ses, at rg A = 3, altsa antallet af sojler i F, der indeholder et initialettal, og igen
fas
dim R(A)=3

5) Bestem billedrummet R(A)
6) og beskriv dets natur
Da dim R(A) =3, sa er billedrummet for A4 lig hele R’. Folgelig er A surjektiv.
De til initialettallene i sporgsmal 4 herende (er vist linezert uafhzengige!) sajlevektorer

i den oprindelige matrix 4 udspzender billedrummet R(A4):

2\(0\(4
R(4)=spani| 0 1|6 || 0 | =R
4]l0]|2

7) Bestem en basis for billedrummet for A, R(A).

2\(0)\(4
Det linezert uafhzengige sojlevektorszet || O [| 6 || O | |udger en basis for R(A).

41102

8) Bestem nulrummet, N(A) for A og dets dimension.

Vi har iflg. Grassmanns dimensionssetning, at dim N(A)=n-rgA=3-3=0.

Derfor er nulrummet kun lig nulvektoren, altsi N(4)= b}

Saledes er A4 injektiv.

9) Bestem — om muligt — en basis for nulrummet for A.
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Da dim N(A) = 0, jf. spergsmal 8, findes der ingen basis for N(A).
10) Ligger (0,0,0) hhv. (1,2,3) i nulrummet for A?
e (0,0,0) ligger i N(A), jf. spergsmal 8 (og er i avrigt det eneste punkt, der ligger i
nulrummet N(A).
e (1,2,3) ligger ikke i N(A), jf. ovenfor.

X
11) Begrund kort, at ligningen Ax =5b, x=| x, |, har losning for ethvert valg af b.
X3
Darg A =3=rg (Ap), har Ax = b altid en losning, jf kompendiet s. 22.3.
Alternativt:
Den til 4 horende linezere afbildning 7 er surjektiv. jf. sporgsmal 5-6, og derfor ma

der veere mindst én lesning.

12) Er den i sporgsmal 11 omtalte losning entydigt bestemt?
Ja, da afbildningen, som i virkeligheden er en endomorfi som nzevnt i hhv. spergsmal
6 og 8 bade surjektiv og bijektiv, og er derfor ogsa bijektiv, jf. kompendiet s. 18.1.
Men si folger det, at V¥ b € R® 3 x, s& T(x) = b.
Alternativt:

Da det A # 0, sa folger entydigheden straks.

by
13) Betragt ligningssystemet Ax =b, b=| b, | vilkarlig. Bestem antallet af exogene variable og
b3
angiv — om muligt — hvilke af variablene x1, X2, X3 der kan veelges som exogene variable.
Da dim N(4) (= n—rg A) jo generelt angiver antallet af exogene variable, og da

dim N(A) = 0, jf. spergsmal 8, si kan ingen af variablene x;, x,, X3 vaelges som exogene

variable.

14) Bestem samtlige egenveerdier for matricen A og deres rodmultiplicitet.
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2—-t 0 4
ter en egenveerdi for A <=>py()=0<=>| 0 6-—¢t 0 [=0 <=
4 0 2-t

2-1)6-1)2-1)+0+0-(4-4-(6-1)+0+0)=0 <=
@1} - (6-1)-(16-6-1))=0 <=> (- Y2~1F ~16)=0 <=>
6—1=0 v @-ty-16=0 <=>

t=6 v (2-1)=14 <=

{—2
t=6 Y t=
6

Dvs.t € {-2,6} = g4 med rm4(=2) =1 og rm4(6) = 2.

15) Bestem egenrummet hovende til samtlige egenveerdier

adr=-2:

Her soges x, sa Ax =-2x. Vi leser derfor:

4 0 4|0 1 *4 1 0 1|0
(4-(2)E |0)=|0 8 00 J «L L={0 1 00
4 0 4|0 0 0 00
Ergo haves:
X, +x,=0 X, =—t X, -t
X, =0¢ saxettes derfor x3=1¢ fas x, =0 dvs. x=|x, |=| 0
0 =0 X, =t X, t
-1
Heraf ses, at (=2)=spani| 0
1
ad t=6:

Her sages x, sa Ax = 6x. Vi leser derfor:

-4 0 41]0)4*21 (1 0 -1]0
(4-6E,|0)=| 0 0 0 |0 00 010

4 0 -40 00 0|0
Ergo haves:

_41 -
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X, —x;=0
0 =0} szettes derfor x, =1; og x3 =1, fas

0 =0
X, t, 0 1
x=|x, |=|t [=t,-|1 |+1,-|0 | ¢,1,eR
X5 l, 0 1

Heraf ses, at (6): span

S = O
e

16) Bestem samtlige egenveerdiers egenveerdimultiplicitet

Jf. spergsmal 15, ses straks at em4(=2) = 1 og em4(6) = 2.

Alternativt:
Da A er symmetrisk er em4(2) = rm4(2), og disse er fundet i sporgsmal 14 til at veere de

ovenstaende, jf. i ovrigt kompendiet s. 32.2.

17) Bestem for samtlige egenveerdier en basis for de tilhorende egenrum.
-1

En basis for V4(-2) er abenbart szettet | | O

1

En basis for V4(6) er abenbart szettet

S = O
—_— O =

18) Bestem dimensionen af de i sporgsmal 15 fundne underrum og undersog:
i) Undersog om V4(-2) L V4(6)
i) Undersog om V4(-2) + V4(6) = R’
i1) Undersog om V4(-2) ® V4(6) =R’
-1 0)(1
Da/V, (=2)=spani| 0 |}og v, (6)=spani| 1 || 0 |t ses straks, at
1 011
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dim V,(=2)=1 og dim V,(6) =2.
d i):

E

Vi skal blot vise at alle kombinationer af basisvektorer for de to egenrum er indbyrdes

ortogonale. Dette gores blot ved at vise, at skalarprodukterne giver 0:

-1)(0 -1)\(1 1Y(0

O |{1|=]0||0|=|0}|1]|=0 dvs. svaret er ja
1 /10 1 1 1]10

Alternativt:

Pastanden folger af, at A er symmetrisk, jf., kompendiet s. 32.2.

Ad ii):
Vi skal blot vise, at vektorszettet bestaende af de tre basisvektorer fra de egenrum er
linezert uatheengigt, for dermed vil de tre basisvektorer jo danne en basis for R’, idet
dim R’ =3.
Og dette er tilfeeldet, thi:

-1 0 1 |
0 1 0 =1-‘ 1‘=—2;ﬁ0Ergoersvaretjza
1 01
Alternativt:

Pastanden folger straks af, at 4 er symmetrisk, jf. kompendiet s. 32.2
(Spektralszetningen).
Ad iii):

.o . . 3 . .
Da det under ii) er vist, at egenrummene summer til R”, mangler vi bare at vise at

v,2n7,6)=1)

Bevis:
X e Vi(2)NV4(6) <=> x e Vi(-2) rx e Vy(6) <=>
-1 0 1 -1 0 1
A A LeR: x=4- 0 [Ax=4-1|+A4:]0 <=4 0 |=4,-|1 |[+4,:]0 |<=
1 0 1 1 0 1
-1 0 1
A0 |-A4,-|1|-4,-[0]|=0
1 0 1

_43 -
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-1)(0)(1
Daszttet || O || 1 || O | |er lineaert uafthaengigt, sa har ovenstaende ligning kun én
1 J|0 |1

losning, nemlig 4; = 1, = 13 = 0 og dermed fas x = 0. Svaret er derfor ja.

Alternativt:

Pastanden folger direkte af spektralseetningen, jf. ii).

19) Gor rede for, at matricen A er diagonaliserbar

Matrix A4 er diagonaliserbar, jf spektralszetningen, kompendiet s. 32.2.

20) Bestem en ortogonal matrix Q, sa Q_IAQ er en diagonalmatrix, og angiv Q og Q_l.

-1
0 | |. Bemaerk at vektorerne i denne opgave
1

—_— O =

0
Betragt egenvektorbasen | | 1
0

tilfeeldigvis er indbyrdes ortogonale fra start af. (Var dette ikke tilfeeldet kan man

bruge Gram-Schmidt ortonormalisering, jf. kompendiet s. 14.3) Vi skal saledes i

0)(%)(~%
denne opgave kun normere vektorerne, og far: || 1 || 0 0 ||, saidet sojlernei Q
o)l ) %
0 % -
som bekendt er de ortonormaliserede egenvektorer fas O=(1 0 0 | Derved fas
0 % &
6 0 O
ifelge spektralszetningen, at 0" 40=0 6 0 |. Da Q er ortogonal haves, at
00 -2

S

Il

Q

Il
sk S @
S o =
Shok o

21) Bestem 3 x 3 matricen (Q_IAQ)_I.

_44 -
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Da (Q'A0Q) er en diagonalmatrix, jf. spergsmal 20, si fas let

o
o O

a0) =

, jf. kompendiet s. 11.

S O o=
S o=

Nl'

22) Bestem tallene det (Q'AQ) og det (0"'A0)™".
Vi starter med at bestemme det (Q_IAQ):

6 0 0
0 6 0 |=66-(-2)==72, jf. kompendiet s. 27
00 -2

Da (Q'4Q) er en kvadratisk matrix er det 4™ = (det 4)", jf. kompendiet s. 27
dvs., det(040)" = (det(0™ 40))" =%

5 1 4
23) Vi definerer nu en ny 3 x 3 matrix B ved B = [—1 0 2 | Bestem matricen A+A-B.
2 31

20 4) (2 0 4\(5 1 4) (2 0 4) (18 14 12
A+A4-B=|0 6 0|+|0 6 0||-1 0 2|=|0 6 0|+|-6 0 12|=

4 0214022 3 1) (4 02|24 10 18
20 14 16
-6 6 12
28 10 20

24) Betragt de to forste sojlevektorer i matricen A+A-B, som vi kalder c1 og c2. Gor rede for at

seettet (1, ¢2) er linecert uafthengigt.

20 14
Vektorerne | —6 | og | 6 |er oplagt ikke proportionale, ergo er de linezert uafhzengige.
28 10

25) Gor rede for, at U = span {(c1, ¢2)} er et underrum af R’
i) Bestem meengden af talpar (a, b), sa (1, a, b) € U.
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20 \(14
U =spany| —6 || 6 | er et underrum af R’ jf. kompendiet s. 4
28 || 10
Adi
20 14 1 20 14 | 1) & 52 *5
a-|—6 [+ | 6 |=|a | Derfor betragtes: | -6 6 | a [
28 10 b 28 10 | b
L | w I | = j B
0 % [a+g g0 1| A oz ofo1 |  mee |
0 % b_% *Z_g O 1 _2()1b9—228 O 0 _201b9_228_2(%81—6
1o e
01| e
00 _(3840a+349018608b—4560 ,

3840a+4080b—4560
39168

0 <=

Heraf fas (1, a, b) € U <=>

38400 = —4080b +4560 <=> q=—480p 4 60— 11419 Frgo fis:

{(a,b]a:‘l—lgb+%}

26) Bestem en ortonormalbasis for V4(6) fra sporgsmal 15.
Da basisvektorerne i V4(6) er ”fodt” ortogonale behaver vi ikke at bruge Gram-

Schmidts ortogonaliseringsmetode. Vi skal blot normere og far folgende basis:

0 1
1 % 0
0 1

27) Bestem det ortogonale komplement til V4(6) og til V4(=2) fra sporgsmal 15.
Ad V4(6):

_46 -
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0 1
1 Ox, +1x, +0x; =0| _ |
xeVy6)y <=> xUl{1|A xlj0]| <= Vi betragter derfor:
1 Ix, +0x, +1x, =0
0 1 O 1 0 1 i
Saettes derfor x3 =t fas
1 0 1 0 1 0
X, -1 -1
x=|x, |=| 0 | sa VA(6)L= x|x=t~ 0 |te Ry=spany| O
X5 t 1 1
Ad Vy(-2)"
-1
X € VA(—Z)l <=> x1| 0 | <=> —x,+x;,=0.Sattes derfor x, =7 og x3 =s fis
1
X, S 0 1 0)(1
x=|x, |=|1| sa VA(—2)L =4x |x=t- 1 +s-|0}te Ry=spanq| 1 }| 0
X5 s 0 1 0J(1
-3
28) Vis at underrummet U =span <| 6 c V4(6) (fra sporgsmal 15).
-3
-3
Da V4(6) er et underrum, er det nok at viseat | 6 |V, (6), og dette er klart idet
-3
-3 0 1
6 |=6-1|+(=3)|0
-3 0 1

29) Lad matrix A veere den til en kvadratisk form Q horende matrix. Bestem A’s definithedsforhold.

Ifolge sporgsmal 14, er A’s egenveerdier 6 og —2. Derfor er Q eller A indefinit, jf.
kompendiet s. 35.
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30) Lad A betegne Hessematricen' for en funktion f:R> — R. Kan fveere en konveks eller konkav
funktion?

Da Hessematricen er indefinit, er den saledes hverken positiv semidefinit eller negativ

semidefinit og kan derfor hverken vzere konveks eller konkav. Jf. MA1 s. 395 og

MA2 s. 170.

31) Betragt en linecer afbildning S : R’ >R for hvilken det geelder, at

S(e1) =2e; +4e3 S(ex)) =6e;  S(e3) =4e; +2es3 , hvor (ey, ea, e3) betegner den kanoniske
basis for R,

i) Begrund kort, at ey ikke er en egenvektor for S.

i) Bestem den til S horende matrix A mht. (ey, ez, €3).

ifi) Begrund, at S er surjektiv.

Dette er klart, thi S(e;) =2e1+4e; £k - e1, k € R. Ergo er ¢, ikke en egenvektor for S.
Ad ii):
Da sgjlevektorerne i den tilherende matrix 4 er billederne af de kanoniske
2 0 4
basisvektorer faslet: A={0 6 O |.
4 0 2
Ad iii):

Billedrummet for A udspzendes af de linezert uafhzengige sojlevektoreri 4. Darg A =3,

iflg. sporgsmal 2, si haves at R(4) = R>. Ergo er § surjektiv.

32) Betragt en linecer afbildning T : R® = R® for hvilken det gelder, at

1 2 1 6 0 8
T|1|=|6 T/0 =] 0 |1 |=|6
0 4 1 6 2 4

'Se MAL, s. 395 for en definition af Hessematricen.
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1
i) Begrund kort, at | O |er en egenvektor for T.
1
i) Bestem T(ey), T(e2) og T(es), hvor (ey, €2, €3) betegner den kanoniske basis for R>.
ifi) Bestem den til T horvende matrix A mht. (e1, €2, €3).
iv) Begrund at T er injektiv.
v) Undersog om T ':R?> 5 R’ er en linezer afbildning og opskriv i bekraftende fald
matricen herende til 7' mhr. (e1, 2, €3).
Ad i):
1 6 1
Det er klart, thi 7| 0 |=| 0 |=6[ O | (og den tilherende egenvaerdi er 6).
1 6 1
Ad ii) & iii):
1 2 1 6 0 8
Vi har altsa, at 4| 1 |=| 6 A0 (=0 Al 1 |=| 6 |. Disse oplysninger samles til
0 4 1 6 2 4
1 10 2 6 8
en matrixligning: |1 0 1 |=|6 0 6 |. Transponeres denne ligning fas:
01 2 4 6 4
1 10 2 6 4
1 0 1|4'=|6 0 6| Vibetragter derfor:
01 2 8 6 4
1
1 0 141 *-1
0 1 ]
1 0 0 4
{0 1 6 0 |=(ga)
0 0 0 2
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2 0 4 2 0 4
Sd A=A"=|0 6 O |, hvor af vi kan aflzese: T'(e,)=|0 | T(e,)=|6 | T(e,)=| 0

4 0 2 4 0 2
Ad iv):
Da dim N(T)=n—-rgA=3-3=0, jf. spergsmal 2, haves atN(T): {5} Ergoer T
injektiv.
Jf. kompendiet s. 17.3.

Ad v):

DaT:R*>R’er injektiv er T automatisk ogsa bijektiv, da T er en endomorfi, jf.
kompendiet s. 18.1. Men da er 7" ! ogsa lineger, jf. kompendiet s. 18.4. med
0

o all
O wi-

A = (jf. spergsmal 3) som den tilherende afbildningsmatrix,

W=
S o=
ol,\_

jf. kompendiet s. 21.3.

33) Betragt en linecer afbildning U : R* > R® for hvilken det gelder, at

2 6 8
U (e1 +e, )=|6 U (el +e, )=|0 U (62 +e, )=| 6 | hvor (e1, ez, e3) betegner den kanoniske
4 6 4
basis for R,
i) Bestem den til U horende matrix mht. (ey, e, €3).
i1) Gor rede for, at U er en symmetrisk afbildning.
ifi) Begrund kort, at egenrummet Vy(=2) er invariant under U.

Ad i):
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1 1 0
Dae +e,=|1}] e +e;=|0]|0g e,+2e,=|1 | kan man ved at sammenligne med
0 1 2

oplysningerne i spergsmal 32 direkte se, at T og U i virkeligheden er beskriver den

2 0 4
samme linezere afbildning. Iflg. spergsmal 32 iii) fas da straks: 4=|0 6 0
4 0 2

Ad ii):
Pastanden er Kklart rigtig, idet den tilhorende matrix A fundet under i) klart er

symmetrisk, jf. i ovrigt LA szetn. 10.3.1.

Ad iii):
-1
Ses idet V,, (=2)=spani| 0 |\. Jf. spergsmal 15. Si hvis x € Vy(-2) fas, at
1
-1 -1
U(x)=—2-x=-21-| 0 |=k-| 0 |eV,(=2), hvilket jo viser, at U(V(-2)) < Vi(-2)
1 1

Ergo er Vy(=2) invariant under U.

© Erik Bennike februar 2001.
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