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Forord: 

Dette kompendium er ment som en hjæ lp til at hurtigt at finde de relevante formler til brug ved 

opgaveregning i lineæ r algebra. Kompendiet er udarbejdet primæ rt på baggrund af ”Lineæ r 

Algebra” af Mogens Nørgaard Olesen og Frank Hansen, og kompendiet bør benyttes sammen med 

denne læ rebog. Man kan evt. også søge hjæ lp i Jens Carstensens ”Lineæ r Algebra”, der også er 

benyttet ved udarbejdelsen af dette kompendium. Der er ved de enkelte sæ tninger og definitioner 

givet en henvisning til læ rebogen, som man som studerende kan benytte som reference.  

 Jeg håber, at mange vil finde fordele i anvendelsen af dette væ rk.  

PS: Hvis du finder en fejl, så send mig en mail på: erik_bennike@hotmail.com. 

Erik Bennike februar 2001 
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(OHPHQW U�YHNWRUUHJQLQJ��/$�NDS�����
 

Def.: ,QGUH�SURGXNW 
Et indre produkt er en afbildning 

   ([, \) → ([ | \) ∈ 5,   hvor   ([, \) ∈ 5 �
 × 5�

 

 som opfylder betingelserne 
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 hvor [, \, ] er vektorer tilhørende 5 �
 og  er en skalar. 

 

Def.: 6NDODUSURGXNWHW 
 Et specielt indre produkt er skalarproduktet, der defineres ved 
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,    (LA def. 1.2.1) 

Def.: 1RUPHQ�DI�HQ�YHNWRU 
 Normen af en vektor ||x|| defineres som 

  ( )[[[ =     ∀ [ ∈ 5 �
    (LA s. 19) 

 Specielt er normen af en vektor med skalarproduktet som indre produkt givet ved 
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Sæ tn.: 5HJQHUHJOHU�IRU�QRUPHU�DI�YHNWRUHU 
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  ∀ [, \ ∈ 5�
  og   ∀  ∈ 5.      (LA Sæ tn. 1.2.10) 

 

Def.: 9LQNHO�PHOOHP�YHNWRUHU 
 Vinklen  mellem to vektorer [ og \ defineres ud fra 
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Def.: +\SHUSODQ 

 En mæ ngde + kaldes en hyperplan hvis 

 + = {\ ∈ 5�
 | D · (\ – [) = 0}     (LA s. 25) 

 D kaldes en normalvektor for hyperplanen og [ er et fast punkt i hyperplanen. 

 

Def.: 8QGHUUXP 

 Lad 8 væ re en ikke-tom delmæ ngde af vektorrummet 5 �
. 8 kaldes et underrum hvis 

• [ + \ ∈ 8    ∀ [, \ ∈ 8 

• [ ∈ 8    ∀ �∈ 5  ∧  ∀ [ ∈ 8     (LA def. 1.4.1) 

 De to betingelser kan samles til 

• [ + \ ∈ 8      ∀ , �∈ 5   ∧   ∀ [, \ ∈ 8   (LA sæ tn. 1.4.4) 

 

Def.: 8GVS QGLQJHQ�DI�HQ�P QJGH 
 Lad 0 væ re en ikke-tom delmæ ngde af 5�

. Ved udspæ ndingen af 0 forstås mæ ngden 
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 af linearkombinationer af vektorer fra 0. 



Kompendium til Lineæ r Algebra 
Politstudiet, matematik, 1. årsprøve 

Af Erik Bennike 

 - 4 - 

Hvis 0 er en endelig mæ ngde af vektorer dvs. 0� �{D1�D2�«�D� }, så kaldes span M for 

udspæ ndingen af vektorerne D1�D2�«�D� .  

 

Sæ tn.: 8GVS QGLQJHQ�DI�HQ�P QJGH�HU�HW�XQGHUUXP 

 Udspæ ndingen af en ikke-tom mæ ngde 0, der er en delmæ ngde af 5�
, er et underrum af 5 �

. 

 Hvis 8 er et underrum af 5 �
 og 0 er en delmæ ngde af 8, så er span 0 en delmæ ngde af 8. 

 Udspæ ndingen af en mæ ngde er det mindste underrum der indeholder mæ ngden. 

          (LA sæ tn. 1.4.8 & s. 31ø) 

 

Sæ tn.: ) OOHVP QJGHQ�PHOOHP�XQGHUUXP 

 Fæ llesmæ ngden mellem vilkårlig mange underrum af 5 �
 er selv et underrum af 5 �

. 

           (LA sæ tn. 1.4.11) 

 

Sæ tn.: 6XP�DI�YHNWRUHU�IUD�IRUVNHOOLJH�XQGHUUXP�
 Lad der væ re givet endelig mange underrum 81�82��«�8�  af 5 �

. Mæ ngden 

  { }��� 8[8[8[[[[[8 ∈∈∈+++== ,...,, 221121 �   (LA sæ tn. 1.4.12) 

 er et underrum af 5 �
. 

 

Sæ tn.: 'LUHNWH�VXP�DI�XQGHUUXP 

Summen af Q underrum er direkte, hvis og kun hvis den eneste fremstilling af nulvektoren 

fremkommer som den trivielle fremstilling, hvor alle led selv er nulvektoren. For at en sum 

mellem Q underrum ikke skal væ re direkte skal der altså gæ lde, at nulvektoren kan 

fremstilles som summen af to eller flere egentlige vektorer fra forskellige underrum. 

Summen mellem to underrum 81 og 82�er direkte, hvis og kun hvis fæ llesmæ ngden   

81� �82 kun indeholder nulvektoren.     (LA s. 33 mv.) 

At en sum mellem underrum er direkte skrives som  

  	8888 ⊕⊕⊕= ...21  
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0DWULFHU��/$�NDS�����

VIGTIGT: Husk at når der skrives at en matrix $ ∈

�5 , så menes der en matrix med P 

ræ kker og Q søjler. Benæ vnes også tit som en ”P�×  Q matrix” , og udtales ”P kryds Q 

matrix” . 

 

Sæ tn.: 5HJQHUHJOHU�IRU�PDWULFHU� 
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 Desuden gæ lder der følgende regneregler for skalarer og matricer 
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      (LA s. 47) 

  for alle P × Q matricer $ og % og skalarer ,  ∈ 5. 

Addition og subtraktion af matricer foregår ved koordinatvis addition/subtraktion. 

Tilsvarende foregår multiplikation med skalarer ved koordinatvis multiplikation. 

 

Def.: 0DWUL[PXOWLSOLNDWLRQ 

 Først slår vi fast at matrixmultiplikation ikke er kommutativ (dvs. $Â%���%Â$). 

 For at kunne definere matrixproduktet er det nødvendigt at indføre lidt yderligere notation 

Vi kalder den L’te ræ kke i matrix $ for vektoren D �  og den M’te søjle i matrix % for vektoren 

E� . Matrixproduktet defineres ved 
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Vi bemæ rker at søljeantallet i den første matrix skal væ re lig ræ kkeantallet i den anden 

matrix. Således kan den omvendte multiplikation altså kun lade sig gøre, hvis S� �P. 
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Ved multiplikationen er ræ kke- og søjleantallet i den fremkomne matrix altså bestemt af:  

Den første matrix bestemmer ræ kkeantallet og den anden matrix bestemmer søjleantallet. 

 

Sæ tn.: 5HJQHUHJOHU�IRU�PDWUL[PXOWLSOLNDWLRQ 
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(LA sæ tn. 2.2.4/5) 

 

Def.: 5HJXODULWHW���LQYHUWLELOLWHW�DI�NYDGUDWLVNH�PDWULFHU 
En kvadratisk matrix $ kaldes regulæ r (invertibel) hvis der findes en kvadratisk Q × Q matrix 

%, således at   $Â%� �%Â$� �( �        (LA def. 2.2.7) 

hvor ( �  er enhedsmatricen. Matricen % kaldes $’ s inverse matrix (og omvendt), og den 

benæ vnes $–1. 

 

Sæ tn.: 5HJXODULWHW�DI�LQYHUVH�PDWULFHU�
Lad $ væ re en regulæ r matrix. Så er den inverse matrix $–1 også regulæ r, og $ er dennes 

inverse matrix, dvs.   ($–1) –1� �$      (LA sæ tn. 2.2.9) 

 

Sæ tn.: ,QYHUVW�PDWUL[SURGXNW 
Lad $ og % væ re regulæ re matricer. Så er også matrixproduktet $% regulæ rt og den inverse 

matrix til matrixproduktet er matricen ($%)–1� �%–1Â$–1   (LA sæ tn. 2.2.10) 

 Bemæ rk ræ kkefølgen! 

 

Def.: 7UDQVSRQHUHW�PDWUL[ 

Den transponerede matrix til $ benæ vnes $ �
 og fremkommer ved at ombytte ræ kker og søjler 

i $. 

Der gæ lder endvidere følgende 
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Def.: 7UDQVSRQHULQJ�DI�PDWUL[SURGXNW 
 Lad $ væ re en P × Q matrix og % væ re en S × P matrix. Der gæ lder 

  (BA)
�
 = A

�
B
�
        (LA sæ tn. 2.2.14)  

 Bemæ rk ræ kkefølgen! 

 

Sæ tn.: 5HJXODULWHW�DI�WUDQVSRQHUHW�PDWUL[ 

 En kvadratisk matrix $ er regulæ r, hvis og kun hvis den transponerede matrix $ �
 er regulæ r. 

 Endvidere gæ lder det, at     ($ �
)–1� �(A–1)

�
     for enhver regulæ r matrix A 

           (LA sæ tn. 2.2.15) 
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/LQH UH�OLJQLQJVV\VWHPHU��/$�NDS���� 
 

Def.: �NYLYDOHQV�DI�WR�OLJQLQJVV\VWHPHU 
 To ligningssystemer kaldes æ kvivalente, hvis de har samme løsningsmæ ngde.  

(LA def. 3.1.3) 

 

Def.: 2PIRUPQLQJHU�DI�OLQH UH�OLJQLQJVV\VWHPHU 
Omformningerne   � � (F), ¡ � (F) og  n � �  af et lineæ rt ligningssystem bestående af P ligninger 

med Q ubekendte defineres ved: 

  � � (F)��For L ��M multipliceres den M’ te ligning med konstanten F og resultatet læ gges til 

den L’ te ligning. 

¡ � (F)�� Den L’ te ligning multipliceres med konstanten F ���� 
n � � �� Den L’ te ligning ombyttes med den M’ te. 

           (LA def. 3.1.4) 

Disse svarer til ræ kkeoperationerne i matricer, der leder til at echelonmatricen og det 

oprindelige ligningssystem (matrix) er æ kvivalente.    (LA sæ tn. 3.1.5) 

 

Def.: ,QLWLDOHWWDO�RJ�HFKHORQPDWUL[ 

Et initialettal i en matrix indføres således: Hvis det første fra 0 forskellige element i en ræ kke 

er 1, så kaldes dette ettal for et initialettal.     (LA s. 68) 

En P�×  Q matrix ) kaldes en echelonmatrix hvis følgende er opfyldt: 

• Enhver ræ kke, bortset fra evt. nulræ kker har et initialettal. 

• Over og under alle initialettaller står der lutter nuller. 

• Hvis to ræ kker ikke er nulræ kker, står initialettallet i den øvre ræ kke i en søjle 

læ ngere til venstre end initialettallet i den nedre. 

• Evt. nulræ kker står nederst i matricen. 

(LA def. 3.2.1) 

 

Sæ tn.: (FKHORQV WQLQJHQ 

 En P ×  Q matrix kan ved ræ kkeomformninger omformes til en echelonmatrix 

           (LA sæ tn. 3.2.3) 
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Sæ tn.: ,QLWLDOHWWDO�RJ�NRQVLVWHQV 
Hvis der i den udvidede koefficientmatrix til en givent lineæ rt ligningssystem står et 

initialettal i søjlen læ ngst til højre, da er ligningssystemet inkonsistent.  

Hvis dette ikke er tilfæ ldet, da er ligningssystemet konsistent.  (LA sæ tn. 3.2.5) 
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2SHUDWLRQVPDWULFHU��/$�NDS�����
 

Sæ tn.: 5 NNHRSHUDWLRQHU�RJ�RSHUDWLRQVPDWULFHU 
 Lad $� �(D � � ) væ re en P�×  Q matrix. 

• Resultatet af ræ kkeoperationen   � � (F) udført på matricen $ er lig med 

matrixproduktet af P�×  P operationsmatricen � � � (F) og $. 

• Resultatet af ræ kkeoperationen ¡ � (F) udført på matricen $ er lig med 

matrixproduktet af P�× �P�operationsmatricen � � (F) og $. 

• Resultatet af ræ kkeoperationen n � �  udført på matricen $ er lig med 

matrixproduktet af P�×  P operationsmatricen c � �  og $. 

(LA sæ tn. 4.1.1) 

 

Sæ tn.: ,QYHUVLRQ�DI�RSHUDWLRQVPDWULFHU 
 Samtlige operationsmatricer er regulæ re. 
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�� (LA kor. 4.1.2) 

 

Sæ tn.: 2SHUDWLRQVPDWULFHU�RJ�(FKHORQPDWUL[ 

Lad $ væ re en P�×  Q matrix. Der findes en P�×  Q echelonmatrix )�og en regulæ r P�×  P 

matrix 5 således at $� �5Â). Matricen 5 kan skrives som et produkt 5 5 � Â5  ÂÂÂ5 !  af 

operationsmatricer.        (LA sæ tn. 4.1.3) 

 

Sæ tn.: ,QYHUWHULQJ�DI�PDWULFHU 
 En Q�×  Q matrix $ er regulæ r, hvis og kun hvis der findes Q�×  Q operationsmatricer 

 51�52�«�5"    for hvilke 

  ( ) ( )%(($555 ##$ =�21      (LA sæ tn. 4.2.2) 

 I givet fald er $–1� �%. 
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Sæ tn.: ,QYHUWHULQJ�DI�GLDJRQDOPDWUL[ 

Invertering af en regulæ r diagonalmatrix foregår ved på hver plads i diagonalen at tage den 

reciprokke væ rdi til det pågæ ldende diagonalelement. 

 

Sæ tn.: ,QYHUWHULQJ�DI���×���PDWUL[� 
 Invertering af en 2 × 2 matrix foregår således: 
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%DVLV�RJ�GLPHQVLRQ��/$�NDS�����
 

Def.: /LQH U�DIK QJLJKHG�RJ�OLQH U�UHODWLRQ 

Lad (D1�D2�«�D" ) væ re et sæ t af vektorer fra 5!  . En fremstilling af nulvektoren som en 

linearkombination   1D1��� 2D2���ÂÂÂ��� " D" � �0&  

af D1�D2�«��D"  kaldes en lineæ r relation mellem sæ ttets vektorer. Hvis alle koefficienterne 

1� 2�«� "  er nul, kaldes fremstillingen triviel eller uegentlig. Hvis dette ikke er tilfæ ldet 

kaldes fremstillingen ikke-triviel eller egentlig. 

Et sådant sæ t af vektorer kaldes lineæ rt afhæ ngigt, hvis der findes en egentlig lineæ r relation 

mellem sæ ttets vektorer. Ellers kaldes sæ ttet for lineæ rt uafhæ ngigt. (LA 5.1(.1)) 

 

Bemæ rk specielt, at et sæ t af vektorer aldrig kan væ re lineæ rt uafhæ ngigt, hvis to eller flere 

af vektorerne i sæ ttet er proportionale.     (LA s. 94) 

 

Et vektorsæ t, hvor mindst en af vektorerne er nulvektoren er altid lineæ r afhæ ngigt. 

           (LA s. 95ø) 

 

Sæ tn.: /LQHDU�DIK QJLJKHG�RJ�OLQHDUNRPELQDWLRQ 

Lad (D1�D2�«�D" ) væ re et sæ t af vektorer i 5! . Sæ ttet er lineæ rt afhæ ngigt, hvis og kun hvis 

(mindst) en af vektorerne kan skrives som en linearkombination af de øvrige. Eller: 

Et sæ t af vektorer er lineæ rt afhæ ngigt, hvis og kun hvis (mindst) (LA  sæ tn. 5.1.4) 

en af vektorerne tilhører udspæ ndingen af de øvrige. 

 

Sæ tn.: 6XSSOHULQJVV W�RJ�GHOV W��OLQH U��X�DIK QJLJKHG� 
 Lad D1�D2�«�D"  væ re vektorer i 5! . 

• Hvis sæ ttet (D1�D2�«�D" ) er lineæ rt afhæ ngigt, så er ethvert sæ t af vektorer, som 

fremkommer ved at supplere det givne sæ t også lineæ rt afhæ ngigt. 

• Hvis sæ ttet (D1�D2�«�D" ) er lineæ rt uafhæ ngigt, så er ethvert delsæ t også lineæ rt 

uafhæ ngigt.        (LA sæ tn. 5.1.7) 
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Def.: %DVLV�IRU�HW�XQGHUUXP 

Lad 8 væ re et underrum af�5! , og lad (D1�D2�«�D" ) væ re et sæ t af vektorer i 8. Vi kalder 

sæ ttet (D1�D2�«�D" ) en basis for 8, hvis det er lineæ rt uafhæ ngigt og udspæ nder 8. 

           (LA def. 5.2.1) 

 

Sæ tn.: *UDVVPDQQV�XGVNLIWQLQJVV WQLQJ 

 Lad (D1�D2�«�D" ) væ re et lineæ rt uafhæ ngigt sæ t af vektorer i 5 !  og lad 

U = span {D1�D2�«�D" } væ re underrummet frembragt af vektorerne i sæ ttet. Hvis (E1�E2�«�E% ) 
er et lineæ rt uafhæ ngigt sæ t af vektorer fra 8, så gæ lder der at T���S. Endvidere kan man 

udskifte T af vektorerne i sæ ttet (D1�D2�«�D" ) med vektorerne E1�E2�«�E % , så det på denne 

måde fremkomne sæ t er lineæ rt uafhæ ngigt og frembringer underrummet 8. 

          (LA sæ tn. 5.2.4) 

 

Sæ tn.: %DVHU�IRU�XQGHUUXP�RJ�DQWDO�DI�YHNWRUHU 
Lad 8 væ re et underrum af 5! . Hvis (D1�D2�«�D" ) og (E1�E2�«�E% ) begge er baser for 8, 

gæ lder det at S� �T.        (LA kor. 5.2.5) 

Endvidere: Hvis (D1�D2�«�D" ) er et lineæ rt uafhæ ngigt sæ t af vektorer i 5! , gæ lder der at �
�S����Q.          (LA kor. 5.2.6) 

 

Sæ tn.: (NVLVWHQV�DI�EDVLV�WLO�XQGHUUXP 

 Ethvert underrum af 5!  har en basis.     (LA sæ tn. 5.2.7) 

 

Def.: 'LPHQVLRQ�DI�HW�XQGHUUXP 

Lad 8 væ re et underrum af 5! . Ved dimensionen af 8 forstås antallet af vektorer i en basis 

for 8. Dimensionen af 8 betegnes med dim 8.    (LA def. 5.2.8) 

 

Sæ tn.: 6XSSOHULQJVV WQLQJHQ 

Lad 8 væ re et underrum af 5!  af dimension S. Hvis T����S, og (D1�D2�«�D% ) er et lineæ rt 

uafhæ ngigt sæ t af vektorer i 8, så findes der supplerende vektorer X %'& 1�«�X" , i 8 for hvilke 

det supplerende sæ t (D1�D2�«�D" �X%'& 1�«�X" ) er en basis for 8.  (LA sæ tn. 5.2.10) 
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Sæ tn.: 'LPHQVLRQ�RJ�GLUHNWH�VXP�DI�XQGHUUXP 

Hvis 81�82�«�8"  er underrum af�5 ! , som danner direkte sum 8 = 81 ⊕ 82 ⊕ ··· ⊕ 8"  , så 

gæ lder der, at 

  dim 8 = dim 81 + dim 82 + … + dim 8"  ��Q   (LA sæ tn. 5.2.12) 

 

Def.: 2UWRQRUPDOLWHW�DI�YHNWRUV W 
Et sæ t af vektorer (D1�D2�«�D" ) kaldes ortonormalt (et ortonormalt sæ t) hvis vektorerne i 

sæ ttet er enhedsvektorer og indbyrdes ortogonale.    (LA s. 114) 

 

Sæ tn.: 2UWRQRUPHULQJ�DI�YHNWRUV W��*UDP�6FKLPGWV�RUWRQRUPDOLVHULQJVPHWRGH���
Lad 5 !  væ re udstyret med et indre produkt (·|·). Hvis (D1�D2�«�D" ) er et lineæ rt uafhæ ngigt 

sæ t af vektorer i 5 ! , så findes der et ortonormalt sæ t (E1�E2�«�E" ) for hvilket  

  span {E1��«���E � } = span {D1��«���D � }  for L� �1, 2, …, S  (LA s. 115) 

Måden hvorpå man finder disse ortonormale vektorer er som følger: 

Først dannes vektorerne (F1�F2�«�F" ), og derefter normeres de til sæ ttet (E1�E2�«�E" ): 

( )
( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) 1

11

1
2

22

2
1

11

1

2
22

23
1

11

13
33

1
11

12
22

11

−
−−

−−−−−=

−−=

−=

=

(
((
((((

(( FFF
FDFFF

FDFFF
FDDF

FFF
FDFFF

FDDF

FFF
FDDF

DF

�

�

 

 

)
)

) FFEFFEFFE 1
,,

1
,

1
2

2
21

1
1 === �     (LA s. 115-116) 

 

Sæ tn.: (NVLVWHQV�DI�RUWRQRUPDOEDVLV�IRU�XQGHUUXP 

Ethvert underrum af et euklidisk vektorrum, som er forskelligt fra det trivielle underrum kun 

bestående af nulvektoren, har en ortonormalbasis.   (LA kor. 5.3.2) 
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Sæ tn.: 6XSSOHULQJ�WLO�RUWRQRUPDOW�V W�L�HXNOLGLVN�YHNWRUUXP 

Lad 8 væ re et underrum af dimension T i et euklidisk vektorrum (5*
, (·|·)), og lad 

(D1�D2�«�D+ ) væ re et ortonormalt sæ t af vektorer i 8. Hvis S�<�T, så findes der supplerende 

vektorer X+-, 1��«���X.  således at sæ ttet  

(D1�D2�«�D+ �X . , 1�«�X+ ) udgør en ortonormalbasis for 8.    (LA sæ tn. 5.3.4) 

 

Sæ tn.: 9HNWRUHU�RJ�RUWRQRUPDOEDVLV 
Lad (5 *

, (·|·)) væ re et euklidisk vektorrum udstyret med en ortonormalbasis (D1�D2�«�D+ ). Der 

gæ lder 

  ( )∑
=

=
/

0 00 DD[[
1

 for enhver vektor [ ∈ 5*
.   (LA sæ tn. 5.3.5) 

 

Sæ tn.: 'HW�RUWRJRQDOH�NRPSOHPHQW 
Lad 0 væ re en ikke-tom delmæ ngde af et euklidisk vektorrum (5*

, (·|·)). Mæ ngden af 

vektorer  

  0 ⊥ = { [ ∈ 5*
 | ([|\) = 0  ∀ \ ∈ 0}    (LA s. 118m) 

som er ortogonale på samtlige vektorer er et underrum af 5 *
.  

Lad 8 væ re et underrum af et euklidisk vektorrum (5*
, (·|·)). Underrummet ⊥8 har 

dimension Q�±�dim 8 og kaldes det ortogonale komplement til 8. Der gæ lder at 

 ( ) 888 == ⊥⊥⊥⊥ . Underrummene 8 og 8�⊥ danner direkte sum med summen 5*
. 

          (LA sæ tn. 5.3.6) 
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/LQH UH�DIELOGQLQJHU��/$�NDS���� 
 

Def.: /LQH U�DIELOGQLQJ 

 En afbildning 7 : 5*
 �51

 , hvor Q og P er to naturlige tal, kaldes lineæ r, hvis 

  7( [ + \) = 7[ + 7\ ∀ ,  ∈ 5   ∀ [, \ ∈ 5*
  (LA def. 6.1.1) 

  

En vilkårlig lineæ r afbildning 7 : 5*
 �5 1

 afbilder nulvektoren i 5*
 på nulvektoren i 51

. 

Endvidere gæ lder det at 7�–[� ��–7[. 
Billedet ved en lineæ r afbildning 7 af en linearkombination af vektorerne D1�D2��«�D+  er en 

linearkombination af vektorerne 7D1�7D2��«��7D+  med de samme koefficienter 

 7 (span 0) = span 7(0) 

 

Sæ tn.: /LQH U�DIK QJLJKHG�DI�ELOOHGHUQH�DI�YHNWRUV W 
 Lad 7 : 5*

 �5 1
 væ re en lineæ r afbildning og lad D1�D2��«�D+  ∈ �5*

. Der gæ lder følgende: 

• Hvis vektorsæ ttet (D1�D2�«�D+ ) er lineæ rt afhæ ngigt, medfører det, at også sæ ttet 

(7D1�7D2�«�7D+ ) er lineæ rt afhæ ngigt.�
• Hvis vektorsæ ttet (7D1�7D2�«�7D+ ) er lineæ rt uafhæ ngigt, medfører det, at også 

sæ ttet (D1�D2�«�D+ ) er lineæ rt uafhæ ngigt, og at 7 er en injektiv afbildning.�
• dim 7(8) ��GLP�8 for ethvert underrum 8 af 5 *

.  (LA sæ tn. 6.1.2)�
 

Def.: %LOOHGUXP�RJ�QXOUXP 

 Lad 7 : 5*
 �5 1

 væ re en lineæ r afbildning. Billedmæ ngden 

  5(7) = {7[ | [ ∈ 5*
} 

 kaldes billedrummet for 7 og mæ ngden 

  1(7) = { [ ∈ 5 *
 | 7[ = 0

&
} 

 kaldes nulrummet (kernen) for 7. (De vektorer, der når de afbildes via 7 bliver nulvektoren) 

 En afbildning φ : 01� �02 kaldes surjektiv, hvis φ (01) = 02.  (LA def. 6.1.3) 

En afbildning er  surjektiv hvis og kun hvis dim 5(7) = P, og dermed skal P���Q for at en 

afbildning skal have mulighed for at væ re surjektiv. En nødvendig, men ikke tilstræ kkelig 

betingelse. 
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Sæ tn.: 6XUMHNWLYLWHW�RJ�ELOOHGUXP�
 Lad (D1�D2�«�D * ) væ re en basis for 5*

, og lad 7 : 5 *
 �51

 væ re en lineæ r afbildning. 

• Billedrummet 5(7) frembringes af sæ ttet (7D1�7D2�«�7D * ). 
• 7 er surjektiv, hvis og kun hvis sæ ttet (7D 2 �7D 3 �«�7D * ) frembringer hele 51

. 

• dim 5(7) ��Q       (LA sæ tn. 6.1.4) 

 

Sæ tn.: 1XOUXP�RJ�XQGHUUXP 

 Nulrummet 1(7) for en lineæ r afbildning 7 : 5*
 �5 1

 er et underrum af vektorrummet 5 *
. 

           (LA sæ tn. 6.1.5) 

 

En afbildning mellem to mæ ngder kaldes injektiv, hvis forskellige punkter fra 

” startmæ ngden”  ikke kan afbildes i samme punkt i ” destinationsmæ ngden” . 

 

Sæ tn.: ,QMHNWLYLWHW�RJ�QXOUXP 

 En lineæ r afbildning 7 : 5 *
 �5 1

 er injektiv, hvis og kun hvis 1(7) = { 0
&

}. dim 1(7) = 0 

           (LA sæ tn. 6.1.6) 

 

Sæ tn.: /LQH U�XDIK QJLJKHG�RJ�LQMHNWLYLWHW 
Lad (D1�D2�«�D * ) væ re en basis for�5*

, og lad 7 : 5 *
 �51

 væ re en lineæ r afbildning. Der 

gæ lder, at 7 er injektiv, hvis og kun hvis sæ ttet (7D1�7D2�«�7D * ) er lineæ rt uafhæ ngigt. 

           (LA sæ tn. 6.1.7) 

 

Sæ tn.: %LOOHGUXP�RJ�VXUMHNWLYLWHW�VDPW�LQMHNWLYLWHW 
 Lad 7 : 5*

 �5 1
 væ re en lineæ r afbildning. Der gæ lder følgende: 

• 7 er surjektiv, hvis og kun hvis dim 5(7) = P. 

• 7 er injektiv, hvis og kun hvis dim 5(7) = Q.   (LA kor. 6.1.8) 

En afbildning kaldes bijektiv, hvis den både er injektiv og surjektiv. 

 

 For at en lineæ r afbildning skal væ re bijektiv skal således Q = P, altså en afbildning:  

7 : 5 *
 �5*

. En sådan afbildning kaldes en endomorfi. 
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Sæ tn.: (QGRPRUIL�RJ�LQMHNWLYLWHW���VXUMHNWLYLWHW���ELMHNWLYLWHW�
Lad 7 : 5*

 �5 *
 væ re en endomorfi. Så gæ lder det at hvis: 

 7 er surjektiv <=> 7 er injektiv <=> 7 er bijektiv   (LA kor. 6.1.9) 

Ikke forstået sådan at alle endomorfier har de ovenstående egenskabet, blot forstået sådan, at 

hvis den har én af egenskaberne, så har den automatisk dem alle tre. 

 

Sæ tn.: *UDVVPDQQV�GLPHQVLRQVV WQLQJ�
 Lad 7 : 5*

 �5 1
 væ re en lineæ r afbildning. Der gæ lder at 

  dim 5(7) + dim 1(7) = Q      (LA sæ tn. 6.1.11) 

 

Sæ tn.: 5HJQLQJ�PHG�OLQH UH�DIELOGQLQJHU 
Først definerer vi summen af to lineæ re afbildninger.  

Lad 7, 6 : 5*
 �5 1

 væ re to lineæ re afbildninger. Vi definerer: 

   (7 + 6 )([) = 7[ + 6[  ∀ [, \ ∈ 5*
 

Denne er også en lineæ r afbildning (sæ tn.)    (LA s. 135) 

Vi definerer også produktet af 7 med en skalar : 

   ( 7)([) = 7[  ∀ [ ∈ 5 *
 

Denne afbildning er også en lineæ r afbildning (sæ tn.)   (LA s. 135) 

Ved differensen 7 – 6 mellem to lineæ re afbildninger forstås 

  7�±�6� �7���(–1)6 

Denne afbildning er også en lineæ r afbildning.     (LA s. 135) 

 

Sæ tn.: 6DPPHQVDW�RJ�LQYHUV�OLQH U�DIELOGQLQJ 

Lad 6 : 5*
 �5 1

 og 7 : 5 1
 �5+  væ re lineæ re afbildninger. Den sammensatte afbildning   

7� �6 : 5*
 �5+  er også lineæ r.      (LA sæ tn. 6.2.2) 

Lad 7 : 5*
 �5 *

 væ re en bijektiv, lineæ r afbildning. Den inverse afbildning 

7–1 : 5 *
 �5*

 er også lineæ r.      (LA sæ tn. 6.2.3) 

 

Sæ tn.: $GMXQJHUHW�DIELOGQLQJ 

Lad 7 : 5*
 �5 1 � væ re en lineæ r afbildning mellem euklidiske vektorrum. Der findes en 

entydigt bestemt lineæ r afbildning 7 4
 : 5 1

 �5*
 for hvilken 
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 (7[�_�\) = ([ | 7 4 \) ∀ [�∈�5 *
 , ∀ \ ∈ 51

    (LA sæ tn. 6.3.1) 

Afbildningen 7 4
 kaldes den til 7 adjungerede afbildning. 

 

Sæ tn.: 1XOUXP��ELOOHGUXP�RJ�DGMXQJHUHW�DIELOGQLQJ 

 Lad 7 : 5*
 �5 1

 væ re en lineæ r afbildning mellem euklidiske vektorrum. Der gæ lder 

  ( ) ( )⊥= *7571        (LA sæ tn. 6.3.3) 

 idet 7 4
 er den til 7 adjungerede afbildning. 

 

Sæ tn.: 6XP��SURGXNW�RJ�VNDODUPXOWLSOLNDWLRQ�DI�DGMXQJHUHW�DIELOGQLQJ 

 Lad 7��6 : 5*
 �5 1

 væ re lineæ re afbildninger mellem euklidiske vektorrum. Det gæ lder at 

• (7���6)* = 7 4
 + 6 4  

• ( 7)* = 7 4
 ,  ∈ 5     (LA øv. 6.3.5) 

Lad nu 7 : 5*
 �51

 og 6�: 51
 �5+  væ re lineæ re afbildninger mellem euklidiske 

vektorrum. Det gæ lder at 

• (67)* = 7 4 6 4        (LA øv. 6.3.5) 

Bemæ rk ræ kkefølgen! 

 

Def.: 6\PPHWULVN���VHOYDGMXQJHUHW�HQGRPRUIL 
 En endomorfi af et euklidisk vektorrum kaldes symmetrisk eller selvadjungeret, hvis  

  7 4
 = 7         (LA def. 6.3.6) 

 

Sæ tn.: Lad 7��6 væ re endomorfier af et euklidisk vektorrum  (5*
, (·|·)) for hvilke 

 (7[ | [) = (6[ | [) ∀ [ ∈ 5 *
     (LA sæ tn. 6.3.8) 

 Hvis 7 og 6 er selvadjungerede, så gæ lder det at 7 = 6. 

 

Sæ tn.: 5HJQHUHJOHU�IRU�QRUPHQ�DI�OLQH UH�DIELOGQLQJHU 
 Lad 7��6 : 5*

 �5 1
 væ re lineæ re afbildninger mellem euklidiske vektorrum. Der gæ lder at 

• ||7[|| ��__7|| · ||[||      ∀ [ ∈ 5 *
 

• ||7 + 6|| ��__7|| + ||6|| 

• || 7|| = | | · ||7||     ∀  ∈ 5     (LA sæ tn. 6.3.10) 
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 Lad 7 : 5*
 �5 1

 og  6 : 51
 �5+  væ re lineæ re afbildninger mellem euklidiske vektorrum. 

•   ||67|| ��__6|| · ||7||       (LA øv. 6.3.11) 

 

Sæ tn.: 1RUPHQ�DI�DGMXQJHUHW�DIELOGQLQJ 

 Lad 7 : 5*
 �5 1

 væ re en lineæ r afbildning mellem euklidiske vektorrum. Der gæ lder at 

  7 454
 = 7   og   ||7 4

 || = ||7�||   og   ||7 4 7|| = ||7||2   (LA sæ tn. 6.3.12) 

 

Def.: ,VRPHWUL 
 En lineæ r afbildning�7 : 5 *

 �5 1
 kaldes en isometri, hvis 

  || 7[ || = || [ || ∀ [ ∈ 5 *
      (LA def. 6.4.5) 
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/LQH UH�DIELOGQLQJHUV�PDWUL[OLJQLQJHU��/$�NDS�����
 

Sæ tn.: /LQH UH�DIELOGQLQJHU�RJ�PDWULFHU 
Til enhver lineæ r afbildning 7 : 5 *

 �5 1
 er der knyttet en P�× �Q matrix $, således at det 

gæ lder: 7[ = \     <=>      < = $; ∀ [ ∈ 5 *
     ∀ \ ∈ 5 1

 (LA s. 155) 

Her betegner ; og < koordinatsøjlerne for hhv. [ og \ – alt dette naturligvis for et givent valg 

af baser i de to vektorrum�5*
 og 51

.  

Koordinatsøjlerne i $ er billederne af basisvektorerne i 5*
. 

 

Sæ tn.: 5HJQLQJ�PHG�OLQH UH�DIELOGQLQJHUV�PDWULFHU 
 For lineæ re afbildninger 7��6 : 5 *

 �5 1
 gæ lder der, at 

• $ 6 + 7  = $ 6  + $ 7  
• $ 6  = ·$ 6       ∈ 5    (LA sæ tn. 7.1.2) 

 Lad 7 : 5*
 �5 1

 og 6�: 5 1
 �5+  væ re lineæ re afbildninger. Der gæ lder at 

  8989 $$$ ⋅=• :        (LA sæ tn. 7.1.3) 

 

Sæ tn.: 0DWUL[�K¡UHQGH�WLO�ELMHNWLY�DIELOGQLQJ 

Lad 7 : 5*
 �5 1

 væ re en bijektiv lineæ r afbildning. Matricen $ 6  er regulæ r og den inverse 

matrix: ( ) 1

1
−=− ;; $$        (LA sæ tn. 7.1.4) 

 

Sæ tn.: $GMXQJHUHW�DIELOGQLQJ�RJ�WUDQVSRQHUHW�PDWUL[ 

Lad 7 : 5*
 �5 1

 væ re en lineæ r afbildning mellem euklidiske vektorrum udstyret med 

ortonormale baser (J1�J2�«�J* ) og (I1�I2�«�I 1 ), og lad $ væ re matricen hørende til 7 med 

hensyn til de valgte baser. Den transponerede matrix $ <
 er den til den adjungerede afbildning 

7 4
 hørende matrix med hensyn til det samme valg af baser.  (LA  sæ tn. 7.1.5) 

 

Def.: 5DQJHQ�DI�HQ�PDWUL[ 

Ved rangen af en matrix forstås det største mulige antal søjler i noget lineæ rt uafhæ ngigt 

delsæ t udtaget blandt søjlerne i matricen.     (LA def. 7.2.1) 

 Rangen af matrix A skrives som rg $. 
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Med hensyn til den kanoniske basis, så er søjlerne i matricen $ koordinatsæ t for vektorerne 

7H = �7H > �«7H?  og frembringer derfor billedrummet 5(7). Dvs.   

  rg $ = dim 5(7) 

Undertiden benyttes betegnelsen 5($) som 5(7) og tilsvarende for nulrummet 1($) = 1(7). 

 

Def.: *UDVVPDQQV�GLPHQVLRQVV WQLQJ�IRU�PDWULFHU�
 Lad $ væ re en P�× �Q matrix. Der gæ lder 

  rg $ + dim 1($) = Q       (LA sæ tn. 7.2.2) 

Antallet af exogene variable er lig med dim 1($). Således er antallet af endogene variable lig 

med rg $, altså lig antallet af søjler i den til $ hørende echelonmatrix, der indeholder et 

initialettal. Q er antallet af søjler i $. 

 

Sæ tn.: 6¡MOHUDQJ�RJ�U NNHUDQJ 

 Lad $ væ re en P�× �Q matrix. Der gæ lder at ræ kkerang $ = søjlerang $  

           (LA sæ tn. 7.2.5) 

 

Sæ tn.: .RQVLVWHQV�DI�OLQH UH�OLJQLQJVV\VWHPHU�RJ�UDQJ�DI�PDWUL[ 

Et lineæ rt ligningssystem er konsistent, hvis og kun hvis rangen af ligningssystemets 

koefficientmatrix er lig med rangen af den udvidede koefficientmatrix. (LA sæ tn. 7.3.1) 

 

Def.: +RPRJHQH�OLJQLQJVV\VWHPHU 
 Et lineæ rt ligningssystem kaldes homogent, hvis konstantsøjlen 

  



















=



















=

0

0
0

2

1

��

@E

E
E

%        (LA def. 7.3.2) 

 Ellers kaldes ligningssystemet for inhomogent. 

 

Sæ tn.: (QW\GLJ�O¡VQLQJ�WLO�OLQH UW�OLJQLQJVV\VWHP�RJ�UDQJ�DI�PDWUL[ 

Antag af et lineæ rt ligningssystem 6 er konsistent. Løsningen til 6 er entydig, hvis og kun 

hvis rg $ = Q         (LA sæ tn. 7.3.3) 
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Sæ tn.: /¡VQLQJVP QJGH�WLO�KRPRJHQW�RJ�LQKRPRJHQW�OLJQLQJVV\VWHP 

 Lad 6 væ re et konsistent inhomogent ligningssystem med løsningsmæ ngde / og lad /; ∈~
 

 væ re en vilkårlig løsning til 6. Der gæ lder at 

  { }000
~ /;;;;/ ∈+==       (LA sæ tn. 7.3.5) 

 hvor / A  betegner løsningsmæ ngden til det tilhørende homogene ligningssystem 6 A . 
 

 .RRUGLQDWWUDQVIRUPDWLRQ 

Lad (D1�D2�«�D ? ) og (E1�E2�«�E ? ) væ re to baser i 5? . En vilkårlig vektor [ ∈ 5?  har en entydig 

fremstilling af formen  [ = 1D1 + 2D2 + …  + ? D ? . Vi kan derfor konstruere en lineæ r 

afbildning 6 : 5?  �5 ?  ved at sæ tte  

  6[ = 6( 1D1��� 2D2���«�� ? D? ) = 1E1 + 2E2���«�� ? E?  
Afbildningen 6 transformerer en vektor med et givet koefficientsæ t med hensyn til basen 

(D1�D2�«�D? ) over i den vektor, der med hensyn til basen (E1�E2�«�E? ) har samme 

koefficientsæ t. Specielt gæ lder det, at  6D B � �E B  ,   L = 1,2,… ,Q 

Afbildningen 6 kaldes for koordinattransformationsafbildningen hørende til skiftet fra basen 

(D1�D2�«�D? ) til basen (E1�E2�«�E ? ). 6 er entydigt bestemt.   (LA s. 170) 

 

Sæ tn.: .RRUGLQDWWUDQVIRUPDWLRQVDIELOGQLQJV�OLQHDULWHW 
 Den ovennæ vnte koordinattransformationsafbildning er lineæ r og bijektiv. 

           (LA sæ tn. 7.4.1) 

Omvendt gæ lder det også, at en hver bijektiv og lineæ r afbildning 6 : 5 ?  �5?  er en 

koordinattransformationsafbildning.      (LA s. 171ø) 

 

Sæ tn.: 9HNWRUHU�VRP�OLQHDUNRPELQDWLRQ�DI�EDVLVYHNWRUHU 
Lad (D1�D2�«�D ? ) og (E1�E2�«�E ? ) væ re to baser i 5? , og lad 6 væ re koordinattrans-

formationsafbildningen bestemt ved  6D B � �E B    ,   L  1,2,… ,n 

Enhver af vektorerne EC  kan på entydig måde skrives som linearkombination af vektorerne i 

basen (D1�D2�«�D? ). Der findes således koefficienter T1C ,T2C ,… ,T? C  for hvilke 

  EC � �T1C D1���T2C D2���ÂÂÂ���T ? C D? �����M� �1,2,… ,n 

Matricen ( ) DDE F 5T4 ∈=  er regulæ r og hører til 6 med hensyn til begge baser (D1�D2�«�D? ) og 

(E1�E2�«�E? ).         (LA sæ tn. 7.4.2) 
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Matricen 4 kaldes koordinattransformationsmatricen hørende til skiftet fra basen 

(D1�D2�«�D? ) til basen (E1�E2�«�E ? ). Koordinattransformationsmatricen hørende til skiftet fra 

basen (E1�E2�«�E? ) til basen (D1�D2�«�D ? ) er den inverse matrix 4 –1. (LA s. 172) 

 

Sæ tn.: 9HNWRUHU�XQGHU�IRUVNHOOLJH�EDVHU�RJ�NRRUGLQDWWUDQVIRUPDWLRQVPDWULFHQ 

Lad D = (D1�D2�«�D? ) og E = (E1�E2�«�E ? ) væ re baser for vektorrummet 5 ?  og lad [ ∈ 5?  væ re 

en vilkårlig vektor, der med hensyn til baserne D og E har koordinatsøjlerne ;G  og ; H . Hvis   

Q�× �Q matricen 4 = (T B C ) er koordinattransformationsmatricen hørende til skiftet fra D til E, 

gæ lder der at   

  ; G � �4; H         (LA sæ tn. 7.4.4) 

 

Sæ tn.: .RRUGLQDWWUDQVIRUPDWLRQVPDWUL[�
Vi tæ nker os en valgt basis (D1�D2�«�D? ) i 5 ? . Lad 7 :�5 ?  �5 ?  væ re en lineæ r afbildning, og 

lad $� �( B C ) 
II5∈  væ re den til 7 hørende matrix med hensyn til den valgte basis. Lad også 

(E1�E2�«�E? ) væ re en basis i 5? . Matricen 

  %� �4–1$4        (LA sæ tn. 7.4.6) 

er den til 7 hørende matrix med hensyn til basen (E1�E2�«�E? ), idet 4 er 

koordinattransformationsmatricen hørende til skiftet fra (D1�D2�«�D? ) til (E1�E2�«�E ? ). 
  

 Hvis der findes en regulæ r matrix 4 for hvilken ovenstående ligning gæ lder, så kaldes de to 

kvadratiske matricer $ og % regulæ ræ kvivalente.    (LA s. 175) 

 

Sæ tn.: 2UWRJRQDO�PDWUL[�RJ�NRRUGLQDWWUDQVIRUPDWLRQVPDWUL[�
Lad (5 ?  , (·|·) ) væ re et euklidisk vektorrum udstyret med ortonormalbaser (D1�D2�«�D? ) og 

(E1�E2�«�E? ). Hvis 4 betegner koordinattransformationsmatricen hørende til skiftet fra 

(D1�D2�«�D? ) til (E1�E2�«�E ? ), gæ lder der at 

   4 J
 = 4 –1        (LA sæ tn. 7.4.8) 

 En regulæ r matrix 4 for hvilken det ovenstående gæ lder kaldes en ortogonal matrix. Navnet 

er lidt misvisende – egentlig ville en ortonormal matrix have væ ret mere rammende, da der 

kræ ves for at en matrix 4 skal væ re ortogonal, at sæ ttet bestående af matricens søjlevektorer 

skal væ re et ortonormalt sæ t.  
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Hvis en sådan matrix 4 eksisterer, og altså er ortogonal, så kaldes matricerne $ og % ikke 

bare regulæ ræ kvivalente, men også ortogonalæ kvivalente. 

            (LA s. 176n) 
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'HWHUPLQDQWHU��/$�NDS����RJ����
 

 Vi indfører en lidt speciel notation: Lad $ væ re en vilkårlig P × Q matrix og lad ; betegne en 

1 × Q matrix. Hvis den U’ te ræ kke i $ erstattes med ; opfattet som ræ kke, fremkommer en ny 

matrix, som betegnes med ,K  ( $�← ;�).     (LA s. 186) 

  

Sæ tn.: :HLHUVWUDVV¶�GHWHUPLQDQWV WQLQJ 

 Determinantafbildningen $ → det $ er den eneste n-linearform defineret på mæ ngden af �
� Q × Q matricer, som tilfredsstiller: 

• det ( = 1 

• For enhver matrix $ = (D B C ) ∈ 
LL5 og ethvert Q > 1 gæ lder der 

( ) ( )( )∑
=

+−⋅=
M

N N
N

N $'D$
1

1,
1

1 det1det     (LA sæ tn. 8.2.3) 

 

Sæ tn.: 'HWHUPLQDQW�DI�HQKHGVPDWULFHQ�PY��
 Lad Q ∈ 1 og F ∈ 5, og væ lg et U = 1,2,… ,n. Der gæ lder at 

• det ( O  = 1 

• det ,P  ( $�← ;���< ) = det ,P  ( $ ← ; ) + det , P  ( $ ← < ) 

• det ( �P (F)·$�) = F�· det $     (LA sæ tn. 9.1.1) 

 

Sæ tn.: 'LYHUVH�UHJQHUHJOHU�IRU�GHWHUPLQDQWHU 
 For enhver Q × Q matrix $ gæ lder der: 

• det ( $ ) = O �Â�det $ ,  ∈ 5 

• det $ = 0  , hvis $ indeholder en nulræ kke  (LA kor. 9.1.2) 

• det $ = 0  , hvis to af ræ kkerne i $ er ens 

• det ( � Q R (F) · $ ) = det $  , for L ��M og F ∈ 5 

• det ( c Q R  · $ ) = – det $ , for L ��M , idet L, M = 1,2,… ,Q� (LA sæ tn. 9.1.3) 

Altså, hvis to ræ kker ombyttes, så skifter determinanten fortegn. 
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Sæ tn.: 'HWHUPLQDQWHU�DI�RSHUDWLRQVPDWULFHU 
 For ethvert Q ∈ 1 og L, M = 1,2,… ,Q gæ lder der 

• det (� Q R (F)) = 1  , for L ��M og F ∈ 5 

• det � Q (F) = F  , F ∈ 5 

• det c Q R  = – 1  , L ��M     (LA kor. 9.1.4) 

Lad 6 og $ væ re Q × Q matricer. Hvis 6 er en operationsmatrix, gæ lder der 

• det (6$) = det 6 · det $      (LA kor. 9.1.5) 

 

Sæ tn.: 'HWHUPLQDQWHQV�EHW\GQLQJ�IRU�UHJXODULWHWHQ�DI�HQ�PDWUL[ 

 En Q × Q matrix $ er regulæ r, hvis og kun hvis  

• det $ ���        (LA teor. 9.1.6) 

 

Sæ tn.: )OHUH�UHJQHUHJOHU�IRU�GHWHUPLQDQWHU 
 For Q × Q matricer $ og % gæ lder der 

• det ( $Â% ) = det $ · det %     (LA teor. 9.1.8) 

• det �$–1 = ( det $ )–1 , hvor $ er regulæ r 

• Regulæ ræ kvivalente matricer har samme determinant (LA kor. 9.1.9) 

• det $ S
 = det $       (LA sæ tn. 9.1.10) 

 

Sæ tn.: 'HWHUPLQDQW�DI�GLDJRQDO��RJ�WUHNDQWVPDWUL[ 

Determinanten af en trekantsmatrix er lig med produktet af diagonalelementerne, følgelig er 

determinanten af en diagonalmatrix også lig med produktet af diagonalelementerne: 

• ∏
=

=
T

U U UD$
1

det  , hvor $ er en Q × Q diagonal- eller trekantsmatrix. 

(LA sæ tn. 9.1.11) 

 

Sæ tn.: 6¡MOHRSHUDWLRQHU�RJ�GHWHUPLQDQW 
 Lad $ væ re en Q × Q matrix. Der gæ lder 

• det $�= 0  , hvis $ indeholder en nulsøjle 

• det $ = 0  , hvis to af søjlerne i $ er ens 

• Ombyttes to forskellige søjler i $, så skifter determinanten fortegn 
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• Hvis man til en søjle i $ adderer en linearkombination af de øvrige søjler, så 

forandres determinanten ikke.     (LA kor. 9.2.1) 

 

Sæ tn.: /DSODFHV�XGYLNOLQJVV WQLQJ 

 Først indfører vi komplementet af en Q × Q matrix $: 

  $ Q R  = ( –1) Q VWR  · det ' Q X R  ($) , idet L, M = 1, 2, … , Q   (LA s. 206) 

 For en Q × Q matrix $ = (D Q R ) gæ lder der 

• det $ = DP 1$P 1 + DP 2$ P 2 + …  + DP O $P O  , U = 1, 2, … , Q 

• det $ = D1Y $1Y  + D2Y $2Y  + …  + D O Y $O Y  , V = 1, 2, … , Q (LA sæ tn. 9.2.2) 

 Det øverste kalder vi for at udvikle efter U’ te ræ kke. 

 Det nederste kalder vi for at udvikle efter V’ te søjle. 

 

Sæ tn.: ,QYHUWHULQJ�DI�UHJXO UH�PDWULFHU 
Først indfører vi matricen ­ = ( $ Q R ) hvis element i den L’ te ræ kke og den M’ te søjle er 

komplementet, hvor $ er given Q × Q matrix: 

  $ Q R  = ( –1) Q VWR  · det ' Q X R  ($) , idet L, M = 1, 2, … , Q   (LA s. 211m) 

 For enhver Q × Q matrix $ gæ lder der 

• $­ S
 = ( det $ ) · ( O       (LA sæ tn. 9.4.1) 

 hvor ( O  er Q × Q enhedsmatricen. 

 

 Lad $ væ re en regulæ r Q × Q matrix. Den inverse matrix er givet ved 

  
Z$$$ ~

det
11 ⋅=• −        (LA sæ tn. 9.4.2) 

 

Sæ tn.: &UDPHUV�IRUPOHU 
Lad $;� �% væ re et Cramersk ligningssystem. At et ligningssystem er Cramersk vil sige et 

ligningssystem bestående af Q ligninger med Q ubekendte, hvis dog koefficientmatricen er 

regulæ r, dvs. har determinant forskellig fra nul.    (LA s. 213) 

De ubekendte [1, [2, … , [ O  er givet ved formlen: 
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 ( )
( )

( )

( )

( )

( )

( ) [W[

[
[

\[

\
\

[\[

\
\

[

\

D

D
D

D

D
D
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E
E

D

D
D

D
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�
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���

�

�

�

�

2

1

1

12
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2

1

1

12

11

1

21

11

1det

+

+

+

−

−

−

−=•    (LA sæ tn. 9.5.1) 

for L = 1, 2, … , Q 

Husk dog d’ herrer M. Nørgaard Olesen og Frank Hansens kommentar til Cramers formler: 

”&UDPHUV�IRUPOHU�«�XGJ¡U�HQ�HNVWUDRUGLQ U�X¡NRQRPLVN�PHWRGH�WLO�DW�O¡VH�OLQH UH�
OLJQLQJVV\VWHPHU�«�EHQ\WWHV�GHUIRU�Q VWHQ�XGHOXNNHQGH�L�IRUELQGHOVH�PHG�WHRUHWLVNH�
RYHUYHMHOVHU�”  
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6SHNWUDOWHRUL�±��/$�NDS������
 

Def.: (JHQY UGL 
Lad 7 : 5O � �5 O  væ re en lineæ r afbildning og lad  ∈ 5. Hvis der findes en egentlig vektor 

[ ∈ 5O  for hvilken 7[ = [ , så siges [ at væ re en egenvektor for 7, og  kaldes den 

tilhørende egenvæ rdi.       (LA def. 10.1.1) 

 

Def.: (JHQUXP 

 Til en given lineæ r afbildning 7 : 5 O � �5O  og et givet  ∈ 5 indføres mæ ngden 

• 9 ] ( ) = {[ ∈ 5 O  | 7[ = [}     (LA def. 10.1.2) 

 

• Denne kaldes egenrummet for 7 hørende til skalaren . 

• Denne er et underrum af 5 O �, idet 9 ] ( ) = 1 (7 – ,�)    

• Dimensionen af 9 ]  ( ) kaldes egenvæ rdimultipliciteten for  og betegnes med  

HP ]  ( ). 

•  er en egenvæ rdi for 7 hvis og kun hvis egenvæ rdimultipliciteten HP ]  ( ) > 0. 

• Der gæ lder specielt, at 9 ]  (0) = 1 (7). Derfor er nul en egenvæ rdi for 7, hvis og 

kun hvis 7 ikke er injektiv. 

• Mæ ngden af egenvæ rdier for en endomorfi 7 kaldes spektret for 7 og betegnes 

med  (7).       (LA s. 222ø) 

 

Sæ tn.: 6XP�DI�HJHQUXP�RJ�HJHQY UGLPXOWLSOLFLWHWHU 
Lad 7 : 5O � �5 O  væ re en lineæ r afbildning med indbyrdes forskellige egenvæ rdier  

1, 2, … , ^ . Egenrummene 9 ]  ( 1), 9 ]  ( 2), … , 9 ]  ( ^ ) danner direkte sum, og summen af 

egenvæ rdimultipliciteterne: 

� HP ]  ( 1) + HP ]  ( 2) + ··· + HP ]  ( ^ ) ��Q    (LA sæ tn. 10.1.4) 

 

Def.: 'HW�NDUDNWHULVWLVNH�SRO\QRPLXP 

Lad 7 væ re en endomorfi af 5O  og lad $ væ re den til afbildningen 7 hørende matrix med 

hensyn til en valgt basis. Polynomiet 

  S ]  ( W ) = det ( $ – W( )      (LA def. 10.2.1) 

kaldes det karakteristiske polynomium for 7. 
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Sæ tn.: (JHQY UGL�RJ�GHW�NDUDNWHULVWLVNH�SRO\QRPLXP 

En skalar  er egenvæ rdi for en lineæ r afbildning 7 : 5 O � �5 O �, hvis og kun hvis  er rod i 

det karakteristiske polynomium S ] .      (LA sæ tn. 10.2.2) 

Da et polynomium af Q’ te grad højst har Q reelle rødder, ser vi umiddelbart, at en endomorfi 

af 5O  højst har Q egenvæ rdier.      (LA s. 224n) 

 

Def.: 5RGPXOWLSOLFLWHW 
 Rodmultipliciteten for en rod  i et polynomium S( W ) er det naturlige tal UP ( ) for hvilket 

 S( W ) kan skrives på formen  

  ( ) ( ) ( ) ( )W4WWS _ `
⋅−= λλ  

 hvor 4�(W) er et polynomium, som ikke har  som rod.   (LA s. 225) 

 Rodmultipliciteten angiver det antal gange  er rod i det karakteristiske polynomium. 

 

Sæ tn.: (JHQY UGLPXOWLSOLFLWHW�RJ�URGPXOWLSOLFLWHW 
Lad 7 : 5O � �5 O  væ re en lineæ r afbildning. Der gæ lder 

• HP ]  ( ) ��UP ]  ( ) 

• HP ]  ( ) = Q – dim 5(7 – , ) 
for ethvert  ∈ 5.        (LA sæ tn. 10.2.3) 

 

 6\PPHWULVN�DIELOGQLQJ�RJ�LQYDULDQW�XQGHUUXP 

Def.: Lad (·|·) væ re et indre produkt i 5O . Husk, at en lineæ r afbildning 7 : 5O � �5O  kaldes 

symmetrisk hvis (7[�| \) = ([�_�7\) ∀ [,�\ ∈ 5O .    (LA s. 228n) 

Sæ tn.: Der gæ lder, at 7 er symmetrisk, hvis og kun hvis den tilhørende matrix med hensyn til en 

given ortonormalbasis er symmetrisk.     (LA s. 229ø) 

Def.: Et underrum 8 af 5O �kaldes invariant under en endomorfi 7 af 5O �hvis 78 ⊆ 8. 

Egenrummet 9 ]  ( ) hørende til en egenvæ rdi  ∈ 5 er et simpelt eksempel på et invariant 

underrum.         (LA s. 229ø) 

 

Sæ tn.: ,QYDULDQW�XQGHUUXP��V\PPHWULVN�HQGRPRUIL�RJ�RUWRJRQDOW�NRPSOHPHQW 
 Lad 7 væ re en symmetrisk endomorfi af et euklidisk vektorrum (5O �, (·|·)). 

• Hvis 8 er et invariant underrum, så er også det ortogonale komplement 8 ⊥ 

invariant under 7. 
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• Hvis  og  er forskellige egenvæ rdier for 7, så er egenrummene 9 ]  ( ) og  

9 ]  ( ) ortogonale. 

 

Sæ tn.: 6\PPHWULVN�HQGRPRUIL�RJ�GHW�NDUDNWHULVWLVNH�SRO\QRPLXP 

 Lad 7 væ re en symmetrisk endomorfi af et euklidisk vektorrum (5O �, (·|·)). 
 Det karakteristiske polynomium har en reel rod.    (LA sæ tn. 10.3.2) 

 

Sæ tn.: 6SHNWUDOV WQLQJHQ 

Lad 7 : 5O � �5 O  væ re en symmetrisk lineæ r afbildning og lad 1, 2, … , ^  væ re de 

indbyrdes forskellige egenvæ rdier for 7. Der gæ lder: 

• HP ]  ( Q ) = UP ]  ( Q )  for  L = 1, 2, … , S 

• HP ]  ( 1) + HP ]  ( 2) + ··· + HP ]  ( ^ ) = Q 

• Egenrummene danner direkte sum og 

9 ]  ( 1) ⊕ 9 ]  ( 2) ⊕ ··· ⊕ 9 ]  ( ^ ) = 5O  

• Der findes en ortonormalbasis for 5O �bestående af egenvektorer for 7. Med 

hensyn til denne basis er den tilhørende matrix af formen 


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Diagonalelementerne er egenvæ rdierne for 7 hver medtaget så mange gange som 

egenvæ rdimultipliciteten angiver.    (La sæ tn. 10.3.3) 

 

Sæ tn.: 6\PPHWULVN�PDWUL[��GLDJRQDOPDWUL[�RJ�RUWRJRQDO NYLYDOHQV 
En symmetrisk matrix $ ∈ 

bb5  er ortogonalæ kvivalent med en diagonalmatrix. Der findes 

altså en matrix 4 ∈ 
bb5  for hvilken 4 c

 = 4 d 1 og så matricen 
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  ' = 4 –1$4 

er en diagonalmatrix. De Q diagonalelementer i ' er rødderne i det karakteristiske 

polynomium 

  Se  ( W ) = det ( $ – W( f  ) , W ∈ 5 

hver medtaget så mange gange, som rodmultipliciteten angiver. Søjlerne i ortogonalmatricen 

4 er koordinatsøjler for vektorerne i en ortonormalbasis af egenvektorerne for $ med hensyn 

til den kanoniske basis.       (LA kor. 10.3.4) 

 

Def.: 'HILQLWKHGVIRUKROG 

• En symmetrisk Q × Q matrix $ kaldes positiv definit, hvis 

($[ | [) > 0   ∀ [ ∈ 5f   , 0
&

≠[  

• Tilsvarende kaldes $ negativ definit, hvis –$ er positiv definit. 

• Matricen $ kaldes positiv semidefinit, hvis 

( ) ∈∀≥ [[$[ 0  5f  

• og kaldes negativ semidefinit, hvis ±$ er positiv semidefinit. 

• Matricen $ kaldes indefinit, hvis der findes vektorer [, \ ∈ 5f  for hvilke 

( ) ( ) 00 <> \$\RJ[$[      (LA def. 10.3.5) 

 

Sæ tn.: 'HILQLWKHGVIRUKROG�RJ�HJHQY UGLHU 
 Lad $ væ re en symmetrisk Q × Q matrix. Der gæ lder 

• $ er positiv definit, hvis og kun hvis samtlige egenvæ rdier er positive 

• $ er positiv semidefinit, hvis og kun hvis samtlige egenvæ rdier er ikke-negative 

• $ er negativ definit, hvis og kun hvis samtlige egenvæ rdier er negative 

• $ er negativ semidefinit, hvis og kun hvis samtlige egenvæ rdier er ikke-positive 

• $ er indefinit, hvis og kun hvis $ har både positive og negative egenvæ rdier 

(LA sæ tn. 10.3.6) 
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.YDGUDWLVNH�IRUPHU��/$�NDS������
 

Def.: .YDGUDWLVN�IRUP 

Ved en kvadratisk form . : 5 f  → 5  defineret på det Q–dimensionale vektorrum 5 f  forstås 

en reel funktion med en forskrift af formen 

  ( ) ( ) ∑
=

==
g

hi hii hg [[F[[[.[.
1,

21 ,,, �     (LA def. 11.1.1) 

 hvor [ = ([1, [2, … , [ f ) ∈ 5 f . Tallene F j k  kaldes koefficienterne for kvadratiske form .. 

 

Sæ tn.: 0DWUL[�RJ�NYDGUDWLVN�IRUP 

 En kvadratisk form . : 5f  → 5 kan skrives på formen  

  . ([) = ; c &; 

 hvor & = (F j k ) er en Q × Q matrix, og 

  



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
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=
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2

1

        (LA sæ tn. 11.1.3) 

 er koordinatsøjlen for vektoren [ med hensyn til den kanoniske basis for 5f . 
 

Sæ tn.: .YDGUDWLVN�IRUP�RJ�HQW\GLJW�EHVWHPW�V\PPHWULVN�PDWUL[ 

Lad . : 5f  → 5 væ re en kvadratisk form. Der findes en entydigt bestemt symmetrisk Q × Q 

matrix $ for hvilken 

  . ([) = ; c  $;  ∀ [ ∈ 5 f  

idet ; betegner koordinatsøjlen for vektoren [.    (LA sæ tn. 11.1.5) 

 

Sæ tn.: .YDGUDWLVN�IRUP��HQW\GLJW�EHVWHPW�V\PPHWULVN�PDWUL[�RJ�VNDODUSURGXNWHW 
Lad . væ re en kvadratisk form på 5f , og lad $ væ re den ovennæ vnte tilhørende entydigt 

bestemte symmetriske Q × Q matrix. Der gæ lder  

  . ([) = $[ · [  ∀ [ ∈ 5 f      (LA sæ tn. 11.1.7) 
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Def.: .YDGUDWLVN�IRUP�RJ�LVRWURS�YHNWRU 
Lad . : 5f  → 5 væ re en kvadratisk form, og lad $ væ re den til . hørende symmetriske  

Q × Q matrix. En vektor Y ∈ 5 f  siges at væ re selvadjungeret eller isotrop med hensyn til . 

hvis . (Y) = 0        (LA def. 11.1.8) 

 

Def.: 'HILQLWKHGVIRUKROG�IRU�NYDGUDWLVNH�IRUPHU 
 Lad . : 5f  → 5 væ re en kvadratisk form. Vi siger, at . er  

• positiv definit, hvis . ([) > 0 

• negativ definit, hvis .�([) < 0 

• positiv semidefinit, hvis . ([) ��� 

• negativ semidefinit, hvis . ([) ��� 

for alle vektorer [ ��0& .      (LA def. 11.2.1) 

• indefinit, hvis der findes vektorer \ og ] i 5f  for hvilke . (\) > 0 og . (]) < 0. 

 

Sæ tn.: 'HILQLWKHGVIRUKROG�IRU�NYDGUDWLVN�IRUP�RJ�V\PPHWULVN�PDWUL[ 

 En kvadratisk form har samme definithed som den tilhørende symmetriske matrix. 

           (LA sæ tn. 11.2.2) 

Sæ tn.: 'HILQLWKHGVIRUKROG�IRU�NYDGUDWLVN�IRUP�RJ�HJHQY UGLHU 
Lad . : 5f  → 5 væ re en kvadratisk form, og lad $ væ re den til . hørende symmetriske 

matrix. Egenvæ rdierne for $ regnet med multiplicitet betegnes 1, 2, … , f . Der gæ lder 

• . er nulformen, hvis og kun hvis 1 = 0, … , f  = 0 

• . er positiv definit, hvis og kun hvis 1 > 0, … , f  > 0 

• . er negativ definit, hvis og kun hvis 1 < 0, … , f  < 0 

• . er positiv semidefinit, hvis og kun hvis 1 �����«�� f  ��� 

• . er negativ semidefinit, hvis og kun hvis 1 �����«�� f  ��� 

• . er indefinit, hvis og kun hvis $ har mindst én positiv og mindst én negativ 

egenvæ rdi.       (LA sæ tn. 11.2.5) 

 

Def.: +RYHGXQGHUGHWHUPLQDQW���OHGHQGH�KRYHGXQGHUGHWHUPLQDQW 
En hovedunderdeterminant kaldes også en principal underdeterminant, og denne 

fremkommer ved at vi stryger et vist antal søjler og tilhørende ræ kker. Dvs. at hvis man vil 
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stryge 3. søjle, skal også 3. ræ kke stryges. Determinanten af den nu fremkomne matrix 

kaldes en hovedunderdeterminant eller en principal underdeterminant. 

Antallet af hovedunderdeterminanter til en Q × Q matrix er givet ved  2 f  – 1.  

 

En ledende hovedunderdeterminant også kaldet en ledende principal underdeterminant til en 

kvadratisk matrix $ fremkommer således: 

  QN
DDD

DDD
DDD

'
mnmmm

m
m

m ,,2,1,

21

22221

11211

�

�

����

�

�

==     (MA2 s. 154-155) 

 

Sæ tn.: 3RVLWLY�GHILQLW�RJ�OHGHQGH�KRYHGXQGHUGHWHUPLQDQWHU 
En symmetrisk Q × Q matrix $ er positiv definit, hvis og kun hvis de ledende 

hovedunderdeterminanter alle er positive.     (LA teor. 11.3.4) 

 

Sæ tn.: 3RVLWLY�VHPLGHILQLW�RJ�KRYHGXQGHUGHWHUPLQDQWHU 
En symmetrisk Q × Q matrix $ er positiv semidefinit, hvis og kun hvis samtlige 

hovedunderdeterminanter er ikke-negative.    (LA teor. 11.3.5) 

 

Sæ tn.: 1HJDWLY�GHILQLW�RJ�VHPLGHILQLW�RJ��OHGHQGH��KRYHGXQGHUGHWHUPLQDQWHU 
 Lad $ væ re en symmetrisk Q × Q matrix. Der gæ lder 

• Matricen $ er negativ definit, hvis og kun hvis de ledende 

hovedunderdeterminanter opfylder 

( ) ( ) ( ) 01211

21

22221

11211

>⋅−=⋅−

oWooo

o
o

opo

DDD

DDD
DDD

S'
�

����

�

�

�  

for S = 1, 2, … , Q 

• Matricen $ er negative semidefinit, hvis og kun hvis samtlige 

hovedunderdeterminanter opfylder 

( ) ( ) QLLLLL' qqrq
≤<<≤≥⋅− �� 121 101  

for S = 1, 2, … , Q      (LA kor. 11.3.6) 
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Hvis man fx skal afgøre om en 5 × 5 matrix er negativ definit tager de tilhørende ledende 

hovedunderdeterminanter. Så skal de ledende underdeterminanter have følgende fortegn: 

1 × 1 2 × 2 3 × 3 4 × 4 5 × 5 

(–1)1 = –1, dvs. ± (–1)2 = 1, dvs. � (–1)3 = –1, dvs. ± (–1)4 = 1, dvs. � (–1)5 = –1, dvs. ± 

 

Sæ tn.: 'HWHUPLQDQWHQ�DI�HQ�V\PPHWULVN�PDWUL[ 

 Determinanten af en symmetrisk matrix er lig med produktet af egenvæ rdierne. 



Kompendium til Lineæ r Algebra 
Politstudiet, matematik, 1. årsprøve 

Af Erik Bennike 

 - 38 - 

Oversigtsopgave til Lineæ r Algebra v/ Arne Frøsig Rasmussen�
�

9L�VWDUWHU�PHG�DW�GHILQHUH�HQ�PDWUL[�$��















=

204
060
402

$ �

�
��� %HUHJQ�GHWHUPLQDQWHQ�DI�$��
� 9L�/DSODFHXGYLNOHU�HIWHU����V¡MOH��

� ( ) 721646
24
42

6
204
060
402

det −=−⋅=⋅==$ �

�
��� %HVWHP�UDQJHQ�DI�PDWUL[�$��
� 'D�GHW�$�����HU�$�UHJXO U��(UJR�KDYHV�UJ�$� ���
�
��� (U�PDWUL[�$�UHJXO U"�$QJLY�L�EHNU IWHQGH�IDOG�$s

t ��
� -D��$�HU�UHJXO U��MI��VS¡UJVPnO����9L�XGUHJQHU�$u

v ��

�

( )

















−

−

−















−−

−
















=

6
1

3
1

6
1

3
1

6
1

6
1

3
1

6
1

2
1

6
1

2
1

0
00

0

100
010
001

*102
00
00

600
010
201

*
*2

100
010
001

204
060
402

w($
�

� 6nOHGHV�VHV�GHW�LJHQ��DW�KDU�HQ�LQYHUV�PDWUL[��$u
v ��GHU�HU�JLYHW�YHG��

�
















−

−
=−

6
1

3
1

6
1

3
1

6
1

1

0
00

0
$ �

� 9L�NRQWUROOHUHU��DW�$�Â�$u
v � �( x �

�















=

















−

−
⋅
















=⋅ −

100
010
001

0
00

0

204
060
402

6
1

3
1

6
1

3
1

6
1

1$$ �

� NRQWURO�HU�2.��$u
v �HU�NRUUHNW�XGUHJQHW��



Kompendium til Lineæ r Algebra 
Politstudiet, matematik, 1. årsprøve 

Af Erik Bennike 

 - 39 - 

��� %HVWHP�GLPHQVLRQHQ�DI�ELOOHGUXPPHW�IRU�PDWUL[�$��
'HW�YLGHV�JHQHUHOW��DW�GH�OLQH UW�XDIK QJLJH�V¡MOHYHNWRUHU�L�$�XGVS QGHU�
ELOOHGUXPPHW�IRU�$��'D�UJ�$� ����MI��VS¡UJVPnO����InV�GHUIRU�DW�GLP�5�$�� ����
$OWHUQDWLYW��

( ) 















−















−

−
















=

100
010
001

*600
010
201

*
*2

204
060
402

6
1

3
1

6
1

2
1

$  

+HUDI�VHV��DW�UJ�$� ����DOWVn�DQWDOOHW�DI�V¡MOHU�L�)��GHU�LQGHKROGHU�HW�LQLWLDOHWWDO��RJ�LJHQ�
InV�
GLP�5�$�� ���
�

��� %HVWHP�ELOOHGUXPPHW�5�$���
��� RJ�EHVNULY�GHWV�QDWXU�
� 'D�GLP�5�$�� ����Vn�HU�ELOOHGUXPPHW�IRU�$�OLJ�KHOH�Ry ��)¡OJHOLJ�HU�$�VXUMHNWLY��

'H�WLO�LQLWLDOHWWDOOHQH�L�VS¡UJVPnO���K¡UHQGH��HU�YLVW�OLQH UW�XDIK QJLJH���V¡MOHYHNWRUHU�
L�GHQ�RSULQGHOLJH�PDWUL[�$�XGVS QGHU�ELOOHGUXPPHW�5�$���

( )































































=

2
0
4

,
0
6
0

,
4
0
2

VSDQ$5 ��� �Ry ��

�
��� %HVWHP�HQ�EDVLV�IRU�ELOOHGUXPPHW�IRU�$��5�$���

� 'HW�OLQH UW�XDIK QJLJH�V¡MOHYHNWRUV W�
































































2
0
4

,
0
6
0

,
4
0
2

XGJ¡U�HQ�EDVLV�IRU�5�$���

�
��� %HVWHP�QXOUXPPHW��1�$��IRU�$�RJ�GHWV�GLPHQVLRQ��
� 9L�KDU�LIOJ��*UDVVPDQQV�GLPHQVLRQVV WQLQJ��DW�GLP�1�$�� �Q�±�UJ�$� ���±��� ����
� 'HUIRU�HU�QXOUXPPHW�NXQ�OLJ�QXOYHNWRUHQ��DOWVn� ( ) { }0

&
=$1 �

� 6nOHGHV�HU�$�LQMHNWLY��
�
��� %HVWHP�±�RP�PXOLJW�±�HQ�EDVLV�IRU�QXOUXPPHW�IRU�$��



Kompendium til Lineæ r Algebra 
Politstudiet, matematik, 1. årsprøve 

Af Erik Bennike 

 - 40 - 

� 'D�GLP�1�$�� ����MI��VS¡UJVPnO����ILQGHV�GHU�LQJHQ�EDVLV�IRU�1�$���
����/LJJHU���������KKY����������L�QXOUXPPHW�IRU�$"�

• ��������OLJJHU�L�1�$���MI��VS¡UJVPnO����RJ�HU�L�¡YULJW�GHW�HQHVWH�SXQNW��GHU�OLJJHU�L�
QXOUXPPHW�1�$���

• ��������OLJJHU�LNNH�L�1�$���MI��RYHQIRU��
�

����%HJUXQG�NRUW��DW�OLJQLQJHQ�$[� �E , 















=

3

2

1

[
[
[

[ , �KDU�O¡VQLQJ�IRU�HWKYHUW�YDOJ�DI�E��

� 'D�UJ�$� ��� �UJ��$ z ���KDU�$[� �E�DOWLG�HQ�O¡VQLQJ��MI�NRPSHQGLHW�V��������
� $OWHUQDWLYW��

'HQ�WLO�$�K¡UHQGH� OLQH UH�DIELOGQLQJ�7� HU�VXUMHNWLY�� MI�� VS¡UJVPnO������RJ�GHUIRU�Pn�
GHU�Y UH�PLQGVW�pQ�O¡VQLQJ���
�

����(U�GHQ�L�VS¡UJVPnO����RPWDOWH�O¡VQLQJ�HQW\GLJW�EHVWHPW"�
-D��GD�DIELOGQLQJHQ��VRP�L�YLUNHOLJKHGHQ�HU�HQ�HQGRPRUIL�VRP�Q YQW�L�KKY��VS¡UJVPnO�
��RJ���EnGH�VXUMHNWLY�RJ�ELMHNWLY��RJ�HU�GHUIRU�RJVn�ELMHNWLY��MI��NRPSHQGLHW�V��������
0HQ�Vn�I¡OJHU�GHW��DW���E���Ry ���[��Vn�7�[�� �E��
$OWHUQDWLYW��
'D�GHW�$������Vn�I¡OJHU�HQW\GLJKHGHQ�VWUDNV��

�

����%HWUDJW�OLJQLQJVV\VWHPHW�$[� �E���















=

3

2

1

E
E
E

E �YLONnUOLJ��%HVWHP�DQWDOOHW�DI�H[RJHQH�YDULDEOH�RJ�

DQJLY�±�RP�PXOLJW�±�KYLONH�DI�YDULDEOHQH�[ v ��[ { ��[ y �GHU�NDQ�Y OJHV�VRP�H[RJHQH�YDULDEOH��
� 'D�GLP�1�$��� �Q�±�UJ�$��MR�JHQHUHOW�DQJLYHU�DQWDOOHW�DI�H[RJHQH�YDULDEOH��RJ�GD��

GLP�1�$�� ����MI��VS¡UJVPnO����Vn�NDQ�LQJHQ�DI�YDULDEOHQH�[ v ��[ { ��[y �Y OJHV�VRP�H[RJHQH�
YDULDEOH��

�
����%HVWHP�VDPWOLJH�HJHQY UGLHU�IRU�PDWULFHQ�$�RJ�GHUHV�URGPXOWLSOLFLWHW��



Kompendium til Lineæ r Algebra 
Politstudiet, matematik, 1. årsprøve 

Af Erik Bennike 

 - 41 - 

� W�HU�HQ�HJHQY UGL�IRU�$�� !�S| �W�� ���� !� <=>=
−

−
−

0
204

060
402

W
W

W
�

�

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

( )
( )



−

=∨=

<=>±=−∨=
<=>=−−∨=−

<=>=−−−<=>=−⋅−−⋅−

<=>=++−⋅⋅−++−⋅−⋅−

6
2

6

426
016206

01626061662

00064400262

2

22

WW
WW
WW

WWWWW
WWWW

�

� 'YV��W���^±����`� � | �PHG�UP| �±��� ���RJ�UP| ���� ����
�
����%HVWHP�HJHQUXPPHW�K¡UHQGH�WLO�VDPWOLJH�HJHQY UGLHU�
� DG�W� �±���
� +HU�V¡JHV�[��Vn�$[� �±�[��9L�O¡VHU�GHUIRU��

� ( )( )














−
















=−−

0
0
0

000
010
101

*
*1

0
0
0

404
080
404

02 8
1

4
1

3($ �

� (UJR�KDYHV��

�






=
=
=+

0
0
0

0
2

31

[
[[

�V WWHV�GHUIRU�[y � �W��InV� ∈














−
⋅=















−
=
















=

=
=

−=
WW

W

W

[
[
[

[GYV
W[

[
W[

,
1
0
1

0.0

3

2

1

3

2

1

R 

� +HUDI�VHV��DW� ( )






























−
=−

1
0
1

2 VSDQ9 } �

� DG�W� ����
� +HU�V¡JHV�[��Vn�$[� ��[��9L�O¡VHU�GHUIRU��

� ( )














 −−

















−

−
=−

0
0
0

000
000
101*1

0
0
0

404
000
404

06
4
1

3($ �

� (UJR�KDYHV��



Kompendium til Lineæ r Algebra 
Politstudiet, matematik, 1. årsprøve 

Af Erik Bennike 

 - 42 - 

�






=
=
=−

0
0
0

0
0

31 [[
�V WWHV�GHUIRU�[~ � �W � �RJ�[ � � �W~ �InV��

� ∈















⋅+
















⋅=
















=
















= 2121

2

1

2

3

2

1

,,
1
0
1

0
1
0

WWWW
W
W
W

[
[
[

[ R 

� +HUDI�VHV��DW� ( )















































=

1
0
1

,
0
1
0

6 VSDQ9 � �

�
����%HVWHP�VDPWOLJH�HJHQY UGLHUV�HJHQY UGLPXOWLSOLFLWHW�
� -I��VS¡UJVPnO�����VHV�VWUDNV�DW�HP� �±��� ���RJ�HP� ���� ����
� $OWHUQDWLYW��

'D�$�HU�V\PPHWULVN�HU�HP� � �� �UP� � ���RJ�GLVVH�HU�IXQGHW�L�VS¡UJVPnO����WLO�DW�Y UH�GH�
RYHQVWnHQGH��MI��L�¡YULJW�NRPSHQGLHW�V��������

�
����%HVWHP�IRU�VDPWOLJH�HJHQY UGLHU�HQ�EDVLV�IRU�GH�WLOK¡UHQGH�HJHQUXP��

� (Q�EDVLV�IRU�9� �±���HU�nEHQEDUW�V WWHW�






























 −

1
0
1

�

� (Q�EDVLV�IRU�9� ����HU�nEHQEDUW�V WWHW�
















































1
0
1

,
0
1
0

�

�
����%HVWHP�GLPHQVLRQHQ�DI�GH�L�VS¡UJVPnO����IXQGQH�XQGHUUXP�RJ�XQGHUV¡J��

L�� 8QGHUV¡J�RP�9� �±���A�9� ����
LL�� 8QGHUV¡J�RP�9� �±�����9� ���� �R� �
LLL�� 8QGHUV¡J�RP�9� �±�����9� ���� �R � �

'D� ( ) ( )















































=































−
=−

1
0
1

,
0
1
0

6
1
0
1

2 VSDQ9RJVSDQ9 �� �VHV�VWUDNV��DW�



Kompendium til Lineæ r Algebra 
Politstudiet, matematik, 1. årsprøve 

Af Erik Bennike 

 - 43 - 

GLP�9� �±��� ����RJ��GLP�9� ���� ����
$G�L���
9L�VNDO�EORW�YLVH�DW�DOOH�NRPELQDWLRQHU�DI�EDVLVYHNWRUHU�IRU�GH�WR�HJHQUXP�HU�LQGE\UGHV�
RUWRJRQDOH��'HWWH�J¡UHV�EORW�YHG�DW�YLVH��DW�VNDODUSURGXNWHUQH�JLYHU����

0
0
1
0

1
0
1

1
0
1

1
0
1

0
1
0

1
0
1

=















⋅
















=
















⋅















−
=
















⋅















−
� GYV��VYDUHW�HU�MD�

$OWHUQDWLYW��
3nVWDQGHQ�I¡OJHU�DI��DW�$�HU�V\PPHWULVN��MI���NRPSHQGLHW�V��������

� $G�LL���
9L�VNDO�EORW�YLVH��DW�YHNWRUV WWHW�EHVWnHQGH�DI�GH�WUH�EDVLVYHNWRUHU�IUD�GH�HJHQUXP�HU�
OLQH UW�XDIK QJLJW��IRU�GHUPHG�YLO�GH�WUH�EDVLVYHNWRUHU�MR�GDQQH�HQ�EDVLV�IRU�R� ��LGHW�
GLP�R � � ����
2J�GHWWH�HU�WLOI OGHW��WKL��

02
11
11

1
101
010
101

≠−=
−

⋅=
−

�(UJR�HU�VYDUHW�MD�

$OWHUQDWLYW��
3nVWDQGHQ�I¡OJHU�VWUDNV�DI��DW�$�HU�V\PPHWULVN��MI��NRPSHQGLHW�V�������
�6SHNWUDOV WQLQJHQ���
$G�LLL���
'D�GHW�XQGHU�LL��HU�YLVW��DW�HJHQUXPPHQH�VXPPHU�WLO�R � ��PDQJOHU�YL�EDUH�DW�YLVH�DW�

( ) ( ) {}062
&

� =− �� 99 �
%HYLV���
[���9� �±��� �9� ������ !��[���9� �±������[���9� ������ !�

0
1
0
1

0
1
0

1
0
1

1
0
1

0
1
0

1
0
1

1
0
1

0
1
0

1
0
1

:,,

321

321321321

&
=
















⋅−
















⋅−















−
⋅

<=>















⋅+
















⋅=















−
⋅<=>
















⋅+
















⋅=∧















−
⋅=∈∃

λλλ

λλλλλλλλλ [[5
�



Kompendium til Lineæ r Algebra 
Politstudiet, matematik, 1. årsprøve 

Af Erik Bennike 

 - 44 - 

'D�V WWHW�






























































−

1
0
1

,
0
1
0

,
1
0
1

HU�OLQH UW�XDIK QJLJW��Vn�KDU�RYHQVWnHQGH�OLJQLQJ�NXQ�pQ�

O¡VQLQJ��QHPOLJ� � � � ~ � � � � ���RJ�GHUPHG�InV� 0
&

=[ ��6YDUHW�HU�GHUIRU�MD��
�
$OWHUQDWLYW��
3nVWDQGHQ�I¡OJHU�GLUHNWH�DI�VSHNWUDOV WQLQJHQ��MI��LL���

�
����*¡U�UHGH��IRU��DW�PDWULFHQ�$�HU�GLDJRQDOLVHUEDU�
� 0DWUL[�$�HU�GLDJRQDOLVHUEDU��MI�VSHNWUDOV WQLQJHQ��NRPSHQGLHW�V��������
�
����%HVWHP�HQ�RUWRJRQDO�PDWUL[�4��Vn�4� � $4�HU�HQ�GLDJRQDOPDWUL[��RJ�DQJLY�4�RJ�4� � ��

%HWUDJW�HJHQYHNWRUEDVHQ�






























−

































1
0
1

,
1
0
1

,
0
1
0

��%HP UN�DW�YHNWRUHUQH�L�GHQQH�RSJDYH�

WLOI OGLJYLV�HU�LQGE\UGHV�RUWRJRQDOH�IUD�VWDUW�DI���9DU�GHWWH�LNNH�WLOI OGHW�NDQ�PDQ�
EUXJH�*UDP�6FKPLGW�RUWRQRUPDOLVHULQJ��MI��NRPSHQGLHW�V��������9L�VNDO�VnOHGHV�L�

GHQQH�RSJDYH�NXQ�QRUPHUH�YHNWRUHUQH��RJ�InU��






























−

































2
1

2
1

2
1

2
1

0,0,
0
1

0

��Vn�LGHW�V¡MOHUQH�L�4�

VRP�EHNHQGW�HU�GH�RUWRQRUPDOLVHUHGH�HJHQYHNWRUHU�InV�














 −
=

2
1

2
1

2
1

2
1

0
001

0
4 ��'HUYHG�InV�

LI¡OJH�VSHNWUDOV WQLQJHQ��DW�
















−
=−

200
060
006

1$44 ��'D�4�HU�RUWRJRQDO�KDYHV��DW�

















−
==−

2
1

2
1

2
1

2
11

0
0

010�44 �

�
����%HVWHP���u���PDWULFHQ��4� � $4�� � ��



Kompendium til Lineæ r Algebra 
Politstudiet, matematik, 1. årsprøve 

Af Erik Bennike 

 - 45 - 

� 'D��4� � $4��HU�HQ�GLDJRQDOPDWUL[��MI��VS¡UJVPnO�����Vn�InV�OHW�

� ( )















=

−

−−

2
1

6
1

6
1

11

00
00
00

$44 ��MI��NRPSHQGLHW�V������

�
����%HVWHP�WDOOHQH�GHW��4� � $4��RJ�GHW��4� � $4�� � ��
� 9L�VWDUWHU�PHG�DW�EHVWHPPH�GHW��4� � $4���

� ( ) 72266
200

060
006

−=−⋅⋅=
−

��MI��NRPSHQGLHW�V�����

� 'D��4� � $4��HU�HQ�NYDGUDWLVN�PDWUL[�HU�GHW�$� � � ��GHW�$�� � ��MI��NRPSHQGLHW�V�����
� GYV��� ( ) ( )( ) 72

11111 detdet −== −−−− $44$44 �
�

����9L�GHILQHUHU�QX�HQ�Q\���u���PDWUL[�%�YHG�















−=

132
201
415

% ��%HVWHP�PDWULFHQ�$�$Â%��

�
















−

=















−+
















=
















−⋅
















+
















=⋅+

201028
1266
161420

181024
1206
121418

204
060
402

132
201
415

204
060
402

204
060
402

%$$
�

�
����%HWUDJW�GH�WR�I¡UVWH�V¡MOHYHNWRUHU�L�PDWULFHQ�$�$Â%��VRP�YL�NDOGHU�F � �RJ�F� ��*¡U�UHGH�IRU�DW�

V WWHW��F � ��F� ��HU�OLQH UW�XDIK QJLJW��

� 9HNWRUHUQH�































−

10
6

14

28
6

20
RJ HU�RSODJW�LNNH�SURSRUWLRQDOH��HUJR�HU�GH�OLQH UW�XDIK QJLJH��

�
����*¡U�UHGH�IRU��DW�8� �VSDQ�^�F � ��F � �`�HU�HW�XQGHUUXP�DI�R� ��

L�� %HVWHP�P QJGHQ�DI�WDOSDU��D��E���Vn�����D��E����8��



Kompendium til Lineæ r Algebra 
Politstudiet, matematik, 1. årsprøve 

Af Erik Bennike 

 - 46 - 
















































−=

10
6

14
,

28
6

20
VSDQ8 �HU�HW�XQGHUUXP�DI�R � ��MI��NRPSHQGLHW�V����

�
�
$G�L��
















=
















⋅+
















−⋅

E
D
1

10
6

14

28
6

20
βα ��'HUIRU�EHWUDJWHV����

20
1

20
28

20
6 *1

10
6

14

28
6

20 −
















−

E
D �

( )















−

=
















−−
−−

















−















−
+

−+

+

−

+−

+

+−

−

+

−−

39168
456040803840

102
310

510
3515

204
620

192
2820

204
620

2040
60140

10
7

192
2820

204
620

20
1

10
7

48
5

51
5

5
7

10
3

20
1

5
48

5
51

10
7

0
1
0

0
0
1

0
1
0

0
0
1

1
1
1

0
0
1

*
*

0
0
1

��
�

�

��
�
�

�
�

E
D

�

+HUDI�InV�����D��E����8��� !�� 0
39168

456040803840 =−+ ED ��� !�

16
19

16
17

3840
4560

3840
4080456040803840 +−=+−=<=>+−= EEDED ��(UJR�InV��

( ){ }16
19

16
17, += − EDED �

�
����%HVWHP�HQ�RUWRQRUPDOEDVLV�IRU�9� ����IUD�VS¡UJVPnO�����

'D�EDVLVYHNWRUHUQH�L�9� ����HU�´I¡GW´�RUWRJRQDOH�EHK¡YHU�YL�LNNH�DW�EUXJH�*UDP�
6FKPLGWV�RUWRJRQDOLVHULQJVPHWRGH��9L�VNDO�EORW�QRUPHUH�RJ�InU�I¡OJHQGH�EDVLV��

















































1
0
1

,
0
1
0

2
1 �

�
����%HVWHP�GHW�RUWRJRQDOH�NRPSOHPHQW�WLO�9� ����RJ�WLO�9� �±���IUD�VS¡UJVPnO�����
� $G�9� �����



Kompendium til Lineæ r Algebra 
Politstudiet, matematik, 1. årsprøve 

Af Erik Bennike 

 - 47 - 

� [���9� ���� ��� !��




=++
=++

<=>















⊥∧
















⊥

0101
0010

1
0
1

0
1
0

321

321

[[[
[[[[[ �9L�EHWUDJWHU�GHUIRU��

� 











0

0

010

101

0

0

101

010 ��6 WWHV�GHUIRU�[� � �W�InV�

� ( )






























−
=
















∈















−
⋅==















−
=
















= ⊥

1
0
1

,
1
0
1

60

3

2

1

VSDQ5WW[[9Vn
W

W

[
[
[

[ � �

� $G�9� �±�� � ��

� [���9� �±��� ��� !�� 0
1
0
1

31 =+−<=>














−
⊥ [[[ ��6 WWHV�GHUIRU�[ � � �W�RJ�[� � �V�InV�

� ( )















































=
















∈
















⋅+
















⋅==−
















=
















= ⊥

1
0
1

,
0
1
0

,
1
0
1

0
1
0

2

3

2

1

VSDQ5WVW[[9Vn
V
W
V

[
[
[

[ � �

�

28) 9LV�DW�XQGHUUXPPHW�8� �VSDQ�
































−

−

3
6
3

��⊆ 9� �����IUD�VS¡UJVPnO����� 

� 'D�9� ����HU�HW�XQGHUUXP��HU�GHW�QRN�DW�YLVH�DW� ( )6
3

6
3

�9∈
















−

−
��RJ�GHWWH�HU�NODUW�LGHW�

� ( )















⋅−+
















⋅=

















−

−

1
0
1

3
0
1
0

6
3

6
3

��

�
����/DG�PDWUL[�$�Y UH�GHQ�WLO�HQ�NYDGUDWLVN�IRUP�4�K¡UHQGH�PDWUL[��%HVWHP�$¶V�GHILQLWKHGVIRUKROG��

,I¡OJH�VS¡UJVPnO�����HU�$¶V�HJHQY UGLHU���RJ�±���'HUIRU�HU�4�HOOHU�$�LQGHILQLW��MI��
NRPSHQGLHW�V������

�



Kompendium til Lineæ r Algebra 
Politstudiet, matematik, 1. årsprøve 

Af Erik Bennike 

 - 48 - 

����/DG�$�EHWHJQH�+HVVHPDWULFHQ � �IRU�HQ�IXQNWLRQ��I���R � �o�R��.DQ�I�Y UH�HQ�NRQYHNV�HOOHU�NRQNDY�
IXQNWLRQ"�

'D�+HVVHPDWULFHQ�HU�LQGHILQLW��HU�GHQ�VnOHGHV�KYHUNHQ�SRVLWLY�VHPLGHILQLW�HOOHU�QHJDWLY�
VHPLGHILQLW�RJ�NDQ�GHUIRU�KYHUNHQ�Y UH�NRQYHNV�HOOHU�NRQNDY��-I��0$��V������RJ��
0$��V�������

�
�
����%HWUDJW�HQ�OLQH U�DIELOGQLQJ��6���R � �o�R��IRU�KYLONHQ�GHW�J OGHU��DW��

6�H � �� ��H � ����H� �6�H � �� ��H � � 6�H � �� ��H � ����H� � ��KYRU��H � ��H� ��H � ��EHWHJQHU�GHQ�NDQRQLVNH�
EDVLV�IRU�R� ��
L�� %HJUXQG�NRUW��DW�H � �LNNH�HU�HQ�HJHQYHNWRU�IRU�6��
LL�� %HVWHP�GHQ�WLO�6�K¡UHQGH�PDWUL[�$�PKW���H � ��H � ��H� ���
LLL�� %HJUXQG��DW�6�HU�VXUMHNWLY��

$G�L���
'HWWH�HU�NODUW��WKL�6�H � �� ��H � ����H� ����N�Â�H � ���N���R��(UJR�HU�H � �LNNH�HQ�HJHQYHNWRU�IRU�6��
$G�LL���
'D�V¡MOHYHNWRUHUQH�L�GHQ�WLOK¡UHQGH�PDWUL[�$�HU�ELOOHGHUQH�DI�GH�NDQRQLVNH�

EDVLVYHNWRUHU�InV�OHW��















=

204
060
402

$ ��

$G�LLL���
%LOOHGUXPPHW�IRU�$�XGVS QGHV�DI�GH�OLQH UW�XDIK QJLJH�V¡MOHYHNWRUHU�L�$��'D�UJ�$� ����
LIOJ��VS¡UJVPnO����Vn�KDYHV�DW�5�$�� �R � ��(UJR�HU�6�VXUMHNWLY��
�

����%HWUDJW�HQ�OLQH U�DIELOGQLQJ�7���R� �o�R� ��IRU�KYLONHQ�GHW�J OGHU��DW�

�















=
































=
































=

















4
6
8

2
1
0

,
6
0
6

1
0
1

,
4
6
2

0
1
1

777 �

                                                
1 Se MA1, s. 395 for en definition af Hessematricen. 
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