





G2.1

GIBBONS KAP. 2

2.3 Gentagne spil.

2.3.A To-runde gentagn;e: spnl

Dette er et fangens dilemma.

Antag nu at vi gentager spillet, sa spillerne ialt spiller
det to gange (med den samme modsp»iller)vv.'

Vi lader payoff fra dette spil vaere lig summen af pay-

offs fra de to trin.
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Spillet opfylder at der givet et udfald i 1. runde er en
entydig ligevaegt i 2. runde.

Faktisk afhaenger ligevaegten i 2.runde overhovedet
ikke af udfaldet i 1. runde: den entydige Nash-ligevaegt
i 2. runde er altid (L1, L), uanset udfaldet i 1. runde.

Vi finder derfor udfaldet i 1.runde ved at analysere
spillet i 1. runde, vidende at der i 2.runde vil blive
spillet (L1, Ly) med resulterende payoffs (1,1).

Men sa er det klart, at ligeveegten i 1. runde ogsa ma
blive (L1, L»).

Det entydige underspilsperfekte udfald i to-runde fan-
gens dilemma er derfor (Ll,Lg) i 1. runde efterfulgt
af (L1,L2) i 2. runde.

Vi kan altsa ikke ved at gentage spillet én gang opna
samarbejde i fangens dilemma.



Afstikker til et lidt mere generelt resultat, der gaelder

spil med mere end to runder:
e Tillad ethvert endelligt antal runder, T

o Lad G = {A4,...,An;uq,...,un} veere et statisk
spil med fuldstaendig information. G er simultant
og kaldes grundspillet ( “stage game”) for det gen-
tagne spil.

Definition

Givet et grundspil G, lad G(T') vaere det endeligt gen-
tagne spil, i hvilket G spilles T' gange, og udfald af
alle foregdende spil observeres, fgr det naeste spil beg-
ynder. Payoffs for G(T") er summen af paydffsﬁ for de
T grundspil. |
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Satning:

Hvis grundspillet G har en entydig Nash-ligevaegt, vil
det gentagne spil G(T), for ethvert endeligt T', have
et entydigt underspilsperfekt udfald: Nash-ligevaegten
1 G spilles i hver runde.

Variationer af saetning:

1. Lad grundspillet G vaere et dynamisk spil med
fuldsteendig og perfekt information. Lad GG have
et entydigt baglens-induktions udfald. Da har
G(T) et entydigt underspilsperfekt udfald: Baglaens-
induktions udfaldet af GG spilles i hver runde.

2. Lad G veere et to-runde-spil med fuldstaendig in-
formation. Hvis G har et entydigt underspilsper-
fekt udfald, har G(T) ogsad et entydigt under-
spilsperfekt udfald: Det underspilsperfekte udfald
af GG spilles i hver runde.



G2 .5

Vend nu tilbage til to-runde spil:

2

L, M; Rp
L1 1,1 5,0 0,0
M; 0,5 4,4 0,0
R, 0,0 0,0 3,3

Strategierne L; og M; giver os det fangens dilemma,
vi sa pa tidligere.

De ekstra strategier R; og Ry giver os imidlertid en
ekstra Nash-ligevaegt, sa vi nu har to:

(L1, L2) og (R1, Rp)

Antag nu at dette grundspil spilles to gange, og at ud-
faldeti 1. runde observeres inden 2. runde pabegyndes.
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Vi vil nu vise, at der findes et underspilsperfekt udfald
af dette to-runde gentagne spil, hvor der “samarbe-
jdes” - d.v.s. spilles (M7, My) - i fgrste runde.

e Det er klart, at der i 2. runde ma spilles enten

(L1, L) eller (R1, Rp).

e Lad spillerne tro i fgrste runde, at hvis de spiller
(My, M>) i fgrste runde, vil der blive spillet (R, Rp)
i anden runde.

e Huvis der spilles andet end (M7, M>) i 1. runde,
vil der blive spillet (L1, Lp) i 2. runde.

Laeg derfor (3,3) til (4,4) og (1,1) til alleandre celler
for at fa payoffs fra 1. runde spillet:
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2
L, M> Ry
1 Ly 2,2 6,1 1,1
M; 1,6 7,7 1,1
R; 1,1 1,1 4,4

Tre ligevaegte 1 rene strategier:

(L1, L2), (M1, M), (R1, R))

Hvad svarer disse til i 2. runde spillet?

(L1,L2):  ((L1,L2), (L1,L2))
(My, Mp): (M1, M2), (Ri1,R2))
(R1, Rp): ((Rl%RZ): (Ll,TLz))

1. runde- 2. runde

Den midterste af disse ligeveegte er speciel, fordi der
i 1. runde spilles noget, der ikke er en Nash-ligevaegt

i grundspillet.
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e Spillerne opndr samarbejde i 1. runde ved trovaerdigt

at love at spille (R1, Rp) i 2. runde, hvis der
samarbejdes i 1. runde.

Det er et generelt trek i gentagne spil, at hvis G
gen-tages T' gange, og der er flere Nash-ligevaegte |
G, kan der vaere underspilsperfekte udfald i G(T), i
hvilke udfald i periode t < T ikke er Nash-ligevaegte |

G.

Den overordnede pointe er altsa:

e Trovaerdige trusler eller Igfter om fremtidig ad-
feerd kan pavirke adfaerden i dag.

Indtil nu har vi argumenteret for, at vi med “tro-
verdig’ bgr forstd: “underspilsperfekt”.

Det er imidlertid ikke helt 3benlyst, at alle under-
spilsperfekte udfald er lige trovaerdige.
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| érgumentationen,for at spillerne kan samarbejde i 1.
runde indgar, at de trovaerdigt lover at spille (R, Rp)
I 2. runde, hvis de begge samarbejder i fgrste runde.

Det er ogsa rigtigt nok, men vi “glemte” den anden
side af argumentationen: Spillerne truer hinanden med
den darlige Nash-ligevaegt (L1, L) i 2. runde, hvis de
ikke samarbejder i 1. runde.

e Det er denne anden del af argumentationen, der
kan rejses indvendinger mod.
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Lad os forestille os fglgende situation:

e Spiller 1 afviger fra det “aftalte” 1. runde udfald
(M7, M>) ved at spille L istedet, s3 payoffs bliver
(5.0)

o Fgr starten pa 2. runde, hvor spillerne sa skal
spille den darlige NL (L1, Ly), siger spiller 1 nu
til spiller 2:

— “OK, jeg ved godt, at jeg var et dumt svin i
per. 1, og at du nu vil straffe mig. Men ved
at straffe mig og spille (L1, Ly) straffer du jo
ogsa dig selv. Lad os nu bare glemme, hvad
der skete i per. 1 og nui per. 2 spille (R1, Rp),
som er den bedste Nash-ligevaegt for os begge

1"

to.

e Man siger, at der i dette spil er mulighed for at
“genforhandle” truslen om at spille (L1, L>).
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Hvis der er mulighed for at genforhandle - eller at
spillerne kan regne ud, at det kunne betale sig at gen-
forhandle, hvis de kunne kommunikere - er det ikke
lengere indlysende, at der er mulighed for samarbe-
jde om noget, der ikke er en NL i grundspillet.

Man siger, at ligevaegten ((M1, M>), (R1, Rp)) ikke er
“genforhandlings-sikker” (renegotiation-proof). (Far-
rell & Maskin: Games and Economic Behavior, 1989).

Gibbons udvider nu vores lille spil endnu en gang for
at vise, at man kan sikre, at ((M1, M>), (R1, R2)) er
genforhandlings-sikker, hvis der proppes et par ekstra
strategier pa:

2

Ly My Ry P» @
I; 1,1 50 0,0 0,0 0,0
M; 0,5 4,4 0,0 |
R; 0,0 0,0 3,3
P, 0,0 0,0 0,0
Q; 0,0 0,0 0,0

~»

@) V-P- o O
ONRO O

~
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Vi har nu givet hver spiller to nye strategier: P; og Q);

Der er nu fire NashQIigevaegt'e i grundspillet:

(L1, L2), (R1, Rp), (P1, P2), (Q1,Q2)

(L1, Ly) domineres af (R, Rp), sa der er tre NL pa
Pareto-fronten.

Pointen er, at vi nu kan straffe med de to nye NL,
(P1, P») og (Q1,Q@>), hvis der ikke samarbejdes i 1.

runde.

o (P, P»)og(Q1,Q2) kan ikke genforhandles, fordi
de ikke domineres af en anden NL.
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ldeen til hvordan man stgtter samarbejde.i 1. runde
(M7, M>) som et genforhandlings-sikkert underspilsper-
fekt udfald er nu klar:

1. Belgn (M1, M>) i 1. runde med (R1, Rp) i 2.
runde.

2. Bank spiller 1 i hovedet med (Q1,Q2) i 2. runde,
hvis han afviger fra (M7, M>) i 1. runde.

3. Bank spiller 2 i hovedet med (P, P>) i 2. runde,

hvis .... '
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2.3.B Uendeligt gentagne spil.

Det viser sig, at det at gentage et spil uendeligt mange
gange kan give vaesentligt forskellige resultater end
det at gentage det samme spil.et meget stort, men
endeligt, antal gange.

e F.eks. kan vi nu f3 samarbejde som et under-
spilsperfekt udfald i et uendeligt gentaget fangens

dilemma.

e Det er et eksempel pa, at man, selv ndr grund-
spillet har en entydig Nash-ligevaegt, kan fa under-
spilsperfekte udfald i et uendeligt gentaget spil,
hvor der aldrig spilles.grundspillets Nash-ligevaegt.

Vi starter med et uendeligt gentaget fangens dilemma,
fglgende grundspil gentages i det uendelige:
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Ly
Ry

o
il

e For hvert tidspunkt (hver runde) t observeres ud-
faldene fra de t — 1 foregdende spil af grundspillet
fgr den t'te runde begynder.

Hvad er payoffs i et uendeligt gentaget spil?

e Det duer ikke bare at summere payoffs fra spillene

i alle runderne.

o S5 ville vi f.eks. ikke klAJnne- se forskel p3, om
der altid blev spillet (L1, Lo) eller altid (Ry, R2);
begge dele ville give oo.
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e Vi ma indfgre diskontering.

Definition.

Givet diskonteringsfaktoren § € (0, 1) er nutidsvaerdien

af den uendelige raekke af payoffs w1, mo, ... lig med:

Q.
w1 + 0o + 527r3 + ... = Z 5t“17rt
t=1

Man kan bruge ¢ til at omfortolke et uendeligt gen-
taget spil som et gentaget spil, der har et stokastisk
sluttidspunkt:

Lad p veere ssh. eftér hver runde for at spillet slutter
og (1 — p) ssh. for at det fortsaetter til naeste runde.

Lad &’ vaere diskonteringsfaktoren.
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Hvis vi betragter naeste periode med et payoff pa mq,
fgr vi kaster mgnten, der bestemmer, om vi gar videre
til neste periode, er (den forventede) vaerdi af 7 lig

6 (1—p)-m

Hvis den nzeste periode igen giver payoff 7, er den
forventede veerdi 1

& (1-p)| -8 —p)ma = (§')*(1 — p)°m2
Vi lader selvfglgelig sa blot
§=4¢'(1-p)

Husk nu pa hvorfor vi var " ngdt til” at indfgre diskon-
tering, § < 1, nemlig for at undgd uendelige payoffs.
Det kan vi nu opn3 p3 to mader: :

o (& <1 (2) p>0
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Vi vil nu definerehfgélgende:
o Et uendeligt gentaget spil.
e En historie i et spil.
e Strategi i et gentaget spil.
e Underspil i gentagne spil.
Betragt et statisk spil G:

G = {Aj, ...-, An;ug, ..., unt
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Definition

Givet et grundspil G, lad G(o0, §) betegne det uendeligt
gentagne spil, hvor G gentages for evigt, og spillerne
har en fzlles diskonteringsfaktor 6. For hvert ¢ ob-

serveres udfaldene af de t—=1 foregdende spil af grund-
spillet, fgr den t'te runde begynder. Hver spillers pay-
off i G(o0, §) er nutidsvaerdien af spillerens payoff fra

den uendelige raekke af grundspil.

Hidtil har vi ikke veeret szerlig ngjereg

skelne mellem strategier og handlinger.

ngdt til at vaere nu.

e Handlinger er det, en spiller kan
en informationsmangde (her svar
spillerne kan foretage sig i et grun

e En historie et givet sted i et spillet

nende mht. at
Det bliver vi

foretage sig |
er det til hvad
dspil).

er alt hvad der

er sket (foretaget af handlinger) indtil dette sted

| spillet.
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e En strategi er en plan for, hvilke handlinger en
spiller vil foretage sig i hver runde som funktion
af alle spilleres tidligereI'handli‘nger},ﬁ dvs. for en
hver mulig historie. |

| et gentaget spil taler vi om en historie til og med

runde ¢:

(a11, ---» Qn1)
: ;s € Ai

(a’lta ey a'nt)

Vi har tidligere snakket om underspil (den generelle
praecise definition gives i Gibbons afsnit 2.4.B).

Her kommer en definition for gentagne spil:



Definition

G .2

| det endeligt gentagne spil G(T') er et underspil be-

gyndende i runde t + 1 det gentagne s

pil,.i hvilket G

spilles T'—t gange, betegnet G(T'—t), Der ermange

underspil, der begynder i runde t + 1
hver mulig historie til og med runde <.

| det uendeligt gentagne spil G(co, §) er
der begynder i runde t+41 identisk med
spil G(00,6). Der starter lige sd ma
runde t+ 1 af G(o0, §), som der er mu
og med runde ¢.

Definition

En Nash-ligevaegt er underspilsperfekt
strategier udggr en .Nash-ligevaegt 1 ett

Bemark: UPNL delmangde af NL. {
finement.)

, nemlig et for

-ethvert underspil,

det oprindelige
nge underspil |
lige historier til

. hvis spillernes
wert. underspil.

En sidkaldt re-
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Tilbage til det gentagne fangens dilemma. Vi vil an-
tage at begge spilleres payoffs diskonteres med 6.

o Vi vil se, hvordan vi kan fa samarbejde (R1, Rp) i
alle runder som et underspilsperfekt udfald af det
uendeligt gentagne spil.

Antag at spiller ¢ begynder med at samarbejde og
samarbejder i alle runder, hvis og kun hvis begge spillere
har samarbejdet i alle tidligere runder.

Strategien kan opskrives som:
e Spil R; i fgrste runde.

e Spil R;iden t'te runde, hvis udfaldet i alle foregdende
t —1 runder har vaeret (R1, Rp); hvis ikke, spil L;.



Dette er en “trigger strategi” - en “aftr
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xkker strategi”

- fordi blot en enkelt rundes manglende samarbejde

udlgser et skift til ikke-samarbejde for

evigt.

For at vise at noget er en Nash-ligevaegt eller en un-

derspilsperfekt ligevaegt | gentagne spi
lave betingelser pa ¢.

|, ma man altid

Dette ses let intuitivt af, at hvis § = 0 er spillerne

ligeglade med fremtiden og vil da blot
ligevaegt i grundspillet.

e Det samme ma ofte gaelde, hvis ¢

Vi ser derfor tit udsagn i retning af:

e “Hvis ¢ er tilstraekkeligt stor, er ...

spille en Nash-

er tet pa nul.
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Teknisk betyder dette, at man finder nogle betingelser
p3, at noget f.eks. er en Nash-ligevaegt. Typisk er
stgrrelsen af § afggrende for, om betingelsen er op-
fyldt. Vi checker derfor, om betingelsen holder for
hhv. § = 0 og 6 = 1. Hvis den ikke holder for 6 = 0,
men ggr det for § = 1 - og igvrigt er “monoton i §" -
siger man sa

e “Hvis § er tilstraekkeligt stor, er ...”

Lad os fgrst vise, at trigger-strategien beskrevet oven-
for er en Nash-ligevaegt i vores uendeligt gentagne fan-
gens dilemma, hvis § er tilstraekkeligt stor.

e Antag at spiller 7 spiller ifglge trigger-strategien.

e Hvad er spiller j's bedste svar?
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Siden spiller ¢ vil spille L; for evigt, hvis et tidligere
udfald har vaeret forskelligt fra (R1, Rp), er det klart
bedste svar for j ogsa at spille L; for evigt, hvis han
observerer et udfald forskelligt fra (R1, R2).

Hvad skal han ggre i f@rste runde eller en runde, hvor
alle tidligere udfald har veeret (R1, R»)?

e Hvis han spiller L;, far han 5 nu og 1 i al fremtid:

5
54+68-14+6%-1... =5+ ——
+ + +1—5

e Huvis han spiller R;, far han 4 nu og vil sd befinde
sig | ngjagtigt samme situation om en periode:

e Lad V vaere nutidsvaerdien af at spille optimalt.
Hvis det at spille R; er optimalt, er

V = 4446V &

V = ——
1-6
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e Huvis det at spille Lj er optimalt, er

5
V=5+—0"
155

e Det er altsa opti_malt at spille R;, hvis og kun hvis

5
— > b4+ —&
1= = > T1-5

5 > 1/4

Her bliver: “Hvis § er tilstraekkelig stor ..." altsa:
“Hvis 6 > 1/4", og vi far fglgende resultat:

Det er en Nash-ligevaegt for begge spillere at spille
trigger-strategien, hvis og kun hvis 6 > 1/4.

Er det ogsd underspilsperfekt?

| et uendeligt gentaget spil er ethvert underspil lig det
oprindelige uendeligt gentagne spil.
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| vores trigger-strategi NL kan vi inddele underspillene

| to grupper:

1. Hvor udfaldene i alle tidligere runder har vaeret
(R1, Rp). Dvs. underspil der starter pa ligevaegtsstien,
on path.

2. Hvor der i mindst en tidligere ru»nde har veaeret et
udfald forskellig fra (R1, R»). Dvs. underspil der
starter off path.
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Hvis spillerne bruger trigger-strategier ser vi, at

1. | alle underspil af type;v('l)" fortsattes med triggér-
strategien, som vi ved er en Nash-ligevagt.

2. | alle underspil af type (2) gentages grundspillets
Nash-ligevaegt (L1, L) for evigt, hvilket ogsa er
en Nash-ligevaegt for det gentagne spil.

Konklusion: Trigger-strategi Nash-ligeveegten i det
uendeligt gentagne fangens dilemma er underspilsper-
fekt.

Kald payoffs (x1, ..., zn) mulige i grunds‘piIIth.G,‘hvis
de er en konveks kombination af de rene-strategi pay-
offs i G.



Lad os sige at en spiller modtager det
alle perioder, w. Nutidsveaerdien er

7r+5~7r—|—52-7r...: !

1—-96

(2.29

'ansruitgz)
. | Det g!mta?m.a,

Dilerma.

3 payoff

samme payoff i

~ T

Det gennemsnitlige npayoff:‘e\r"s.é-l\./f¢|_gel'g 7, som vi far

ved at gange nutidsvaerdien med en fa

Den samme ide kan man bruge genere

ktor (1 — 6).

It:
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Definition

Givet en diskonteringsfakt_Qr 6 er det gennemsnitlige

payoff af den uendelige raekke af payoffs w1, mo, ... lig

med

O
1-86)Y & tn
t=1

Det gennemsnitlige payoff kan i modsatning til nu-
tidsveerdien direkte sammenlignes med periode-payoff
~ payoff fra grundspillet.

Bemaerk: Maksimering af det gennemsnitlige payoff

er ekvivalent med maksimering af nutidsveerdien.
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Theorem (Frie‘dman.‘-197~1)

Lad G vaere et endeligt statisk spil med komplet in-
formation. Lad (eq,...,en) veere payoffs fra en Nash-
ligevaegt i G, og lad (21, ..., zn) betegne enhver anden
mulig payoff-vektor fra GG. Hvis z; > e; for enhver

spiller 7, og hvis § er tilstreekkelig taet pa 1, da eksis-
terer der en underspilsperfekt Nash-ligevaegt i det uen-
deligt gentagne spil G(o0, §), som opnar (z1, ..., Tn)
som gennemsnitligt payoff. |

Kaldes ogsa “The Folk Theorem”.

Vi hopper over beviset {Appendix 2.3.B). .
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| vores fangens dilemma far vi:

l'spwfff
(0.5) pesyels (gemsnt) dor
' Kan wnderstottes af
wnders pilsperitkte
Nash-Lgevagte .
P 1% payoff

Der er senere blevet lavet “folk theorems” for mange
forskellige spil, som f.eks. kan variere m.h.t., hvor
praecist man kan observere, om der bliver snydt og |
s fald af hvem.

Specielt interesserede bgr bide maerke i Gibbons’ for-
klaring af, hvorfor fangens dilemma er et meget specielt
spil, hvad angar folk theoremer.









