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Denne note er skrevet til kurset @konometri 1 pa 2. arsprove af polit-studiet. Formalet med
noten er at forklare ideen med at lave simulationseksperimenter, ogsa kaldet Monte Carlo
eksperimenter. Simulationseksperimenter er velegnede til at illustrere centrale statistiske og
gkonometriske begreber. Metoden har desuden vist sig utroligt nyttig indenfor stort set alle
grene af gkonometrien til at efterprave egenskaberne for estimatorer og test. | noten lasgges
specielt veagt pa, hvordan et Monte Carlo eksperiment lavesi praksis. Derfor er der medtaget et
gennemgaende eksempel, som detaljeret beskriver, hvordan et eksperiment kan konstrueres og
udfaresi SAS.

1. Hvad er et Monte Carlo eksperiment?

Et Monte Carlo eksperiment er baseret pa simulationer af en konkret statistisk model. Ved at
simulere et udfald fra modellen bestdende af et bestemt antal (fx n=100) observationer opndr man
et "kunstigt” datasadt. Pa grundlag af datasadtet kan man sa beregne de starrelser, der har interesse
for eksperimentet. Det kunne fx vaare OL S-estimatet af en koefficient i en linesa regressionsmodel.
Simulerer man et (stort) antal udfald (fx M =10.000) fas en fordeling af parameterestimater set
over de kunstige datassd ("replikationerne”). Man kan fx beskrive fordelingen ved at tegne et

histogram og beregne dens gennemsnit og varians.

Monte Carlo eksperimentet er helt parallelt til det "tankeeksperiment”, der ligger til grund for det
meste statistik og gkonometri, jf afsnit 2.5 og 3.3 i Wooldridge (2003). Man forestiller sig, at det
konkrete saa af faktisk observerede data, man er i faad med at analysere, blot er é& blandt mange
hypotetiske udfald. Under ganske bestemte forudseetninger kan vi s udlede resultater fx for OLS-



estimatorens egenskaber set over disse hypotetiske udfald og bruge disse egenskaber til at vurdere
estimaterne med. Et (vigtigt) eksempel: Under Gauss-Markov antagelserne vil OLS vaae den bedste
linesare og middelrette estimator, hvilket betyder at set over et antal hypotetiske udfald vil OLS-
estimaterne i gennemsnit ramme den sande vaadi af parametrene. De vil tilmed gare det med den

mindste varians af ale tamkelige linesare og middelrette estimatorer.

Ideen med Monte Carlo eksperimentet er at erstatte de hypotetiske udfald med konkrete men
kunstige replikationer. Det kraever at man er villig til at specificere den statistiske model der
genererer de kunstige datasad, helt ned til at vadge konkrete vaadier af modellens parametre (fx
B, =709 B, =025 iensimpd lineaa regressionsmodel) og bestemte fordelinger af de stokastiske

variabler i modellen (fx at fejlleddet u fremkommer som uafhaangige og identiske trakninger fraen

standard normalfordeling). Monte Carlo eksperimentets resultat vil i ailmindelighed afhaange af de
parametervaadier og fordelinger man vadger. | nogle tilfadde kan man dog opna resultater, der er
invariante i forhold til visse aspekter af den valgte model.*

For at illustrere denne ide vil vi se pa et gennemgdende eksempel. Antag at man ensker at
bestemme den forventede startlan for en nyuddannet gkonom. Man ringer derfor rundt til n =100
tilfaddigt udvalgte nyuddannede gkonomer (som er i beskedtigelse) og sperger til deres startlan.
Derefter beregnes den gennemsnitlige startlen i stikpreven som et estimat for middelvaadien i
fordelingen af startlgnninger. Vi er interesserede i at vide, om gennemsnittet er en god eller darlig
estimator i en given model. Eller formuleret pa en anden made: Hvis man tilfaddigvis havde
kontaktet n=100 andre nyuddannede gkonomer og herved faet et andet gennemsnit, hvor
forskelligt ma man forvente at de to estimater vil vaae og hvor ted kan man antage, at
gennemsnitsgnnen i den faktisk indhentede stikpreve ligger pa den sande (men ukendte)
middelvaadi i fordelingen af startlenninger. For at besvare dette er man interesseret i at kende
fordelingen af estimatoren (eller i hvert fald dens middelvaadi og varians), set over ale de
stikprgver, man potentielt kunne have faet.

Normalt vil det veare kraevende og omkostningsfyldt at begynde at indsamle nye data. | praksis vil
man som regel afholde sig fra det. Fordelen ved at lave simulationseksperimenter er, at det er let og
(stort set) gratis at fa fat i nye kunstige datases. Man skal dog vaare villig til at levere en fuld

'Fx vil resultaterne ofte vaare uafhangige af fejlleddets varians, som i givet fald blot kan normaliserestil 1.



specifikation af den model, der genererer startlanninger, den sdkaldte datagenererende proces
(DGP).

| eksemplet vil vi arbegjde med en antagelse om, at startlgnningerne stammer fra uafhaangige og
identisk fordelte traskninger fra en normalfordeling. P4 DJ@Fs hjemmeside www.djoef.dk oplyses
det, at den "vejledende startlen” for en privatansat, nyuddannet gkonom pr. 1. januar 2003 er kr.
28.500 om maneden, hvilket vi vil antage er den ”sande” middelvaadi i lgnfordelingen. Vi antager
desuden at den sande Ienfordeling har en standardafvigelse pa kr. 1.500. Hermed er lanfordelingen
fuldt specificeret.

Opgave: Hvad er - under disse antagelser - sandsynligheden for, at en tilfaddigt udvalgt
nyuddannet gkonom har en startlan pa mereend kr. 31.500?

Man kan ogsa forestille sig, at man overvejer at estimere den forventede startlan pa en dternativ
made (f.eks. som medianlennen eller som gennemsnittet af den sterste og mindste startlgn i
stikpraven).? Man er si interesseret i at vide, hvilken af de foresldede estimatorer, der er den mest
praxise (fx hvilken der har den mindste varians). Ved at simulere estimatorerne kan man
sammenligne deres fordelinger i Monte Carlo eksperimentet og herved se, hvilken som har den

mindste varians.

Et andet formd med at lave simulationer kan vage at undersage, hvor mange observationer — hvor
stort n- man skal bruge for at faet "rimeligt” preecist estimat.

Endelig kan man vage interesseret i at undersgge, hvad der sker med fordelingen af estimaterne,
hvis f.eks. Gauss-Markov antagel serne ikke er opfyldt.

| nogle tilfadde kan man na frem til analytiske svar pa disse spargsmal. Det vil fx vaare muligt i den
relativt smple problemstilling, vi har skitseret her. Fordelingen af et stikprevegennemsnit er
gennemgadet i afsnit 6.2 af "Teoretisk statistik for gkonomer” (saning 6.1 og 6.2) og vi Vil
sammenligne vores simulationsresultater med de analytiske resultater senere i noten. Men ofte er
man interesseret i at fa en ide om, hvordan fordelingen af estimaterne ser ud i mere komplicerede

sammenhange, hvor de simple forudsagninger ikke holder og det kan derfor vaae vanskeligt at

2 Overvej under hvilke antagelser om fordelingen af startlgnninger, at medianen vil vaare en rimelig estimator i dette
eksempel.



opna anal ytiske resultater. Simulationseksperimenter vil ofte vaae et vaardifuldt vaarktgj til at belyse
dette.

lgen er det vigtigt at understrege, at man kun kan lave simulationer, hvis man er villig til at
specificere den model, der genererer de kunstige data (DGP en) og at resultaterne almindeligvis vil
afhaange heraf. Man ma derfor godtgare, at den valgte DGP er relevant for den problemstilling, man
ansker at belyse.

Opgave: Er antagelserne omlgnfordelingen i eksemplet realistiske? Hvilke andre fordelinger kunne

du foresla som model for lenfordelingen?

2. Hvordan laves et Monte Carlo eksperiment i praksis?

| dette afsnit gennemgas, hvordan et simulationseksperiment laves. Antag, at vi ensker at simulere

fordelingen af en bestemt estimator baseret pa n observationer, givet ved {y,, Y,,.... Y.} . Vi mafarst

specificere modellen, der genererer disse data. Den model vi arbejder med skal veme fuldt
parametriseret. Det betyder som naevnt, at man bade skal antage hvilken fordeling observationerne
stammer fra (f.eks. normalfordelingen) og den eksakte vaadi af parametrene (f.eks. middelvaadi og

varians).

| laneksemplet vil vi som nsevnt antage, at startlgnningerne er uafhaangige og normalfordelte

omkring en middelvaardi og med variansen o?. Vi kan sa skrive

Q) Y. = U +0E i=1...,n,

hvor ¢ er standardiseret uafhaangige normalfordelt variable(iidN(0,1)) . Vi antager her, at vi kender

de "sande parametre’ u og o”.

Trin 1: Konstruér de" kunstige" data
| dette trin konstrueres et datasagt fx for n =100 personer. | tilfaddet med startlanningerne vil vi
antage, at den manedlige startlgn y er givet (i 1.000 kr.) ved model (1) og at parametervaadierne er



K=285 o0=15
Vi kan nu generere fiktive startlgnninger ved at trakke 100 tilfaddige tal fra en standardiseret
normalfordeling: €,e,...,6,. | praksis bruger man pseudo-tilfeddige trakninger fra en

computerbaseret generator af tilfaddige tal® og startlgnnen for den fiktive person nummer i
konstrueres som

y, =28,5+15¢.
SAS koden:
Simulationseksperimenter kan laves i de fleste statistikprogrammer. Det afgerende er, at
programmet kan lave en Igkke og generere "tilfaddige’ tal.* | dette kursus benyttes SAS og
simulationen udferes ved hjadp af proceduren Proc IML.> Inden for denne procedure er man i stand

til at lave matrixregning samt at lave |gkke omkring et saa af beregninger.

| det farste trin skal data dannes. Fer data dannes er det en fordel at lave en variabel, som angiver,
hvor mange observationer, n, vi vil lave i hvert af de kunstige datasad (kaldet antalobs i SAS
koden). De "tilfaddige” tal genereres her med SAS-funktionen NORMAL. Nar man laver tilfaddige
tal er det ofte en fordel at kunne rekonstruere praecis samme udfald ved en senere lgjlighed. Det
opndr man ved at give SAS-funktionen et sdkaldt "seed” (et "fr@’). | praksis danner man farst en
vektor af et-taller med samme dimension som den gnskede vektor af tilfaddige tal. | eksemplet er
det en vektor med n elementer. Dernaest vadger man en "seed” i form af et heltal og ganger tallet
pé hele vektoren.® | nedenst&ende programstump er 117 valgt som seed.

3 At tallene er pseudo-tilfaddige betyder, at dei virkeligheden produceres af en deterministisk computeral goritme, men
pa en made sa de approximerer tilfaddige traskninger " godt nok” til vores (og de fleste andre) formal.

* SAS giver mulighed for at traskke pseudo-tilfaddige tal fra en raskke forskellige fordelinger, fx normal-, t-, F- og
uniformt fordelte trakninger.

® En kort beskrivelse af Proc IML findesi en note p& gvel seshjemmesiden. Mere udferlig hjadp findesi SAS Help under
"Help on SAS Software products’.

® Reelt har kun det ferste element i vektoren nogen betydning. Det fastlaggger hele sekvensen af "tilfaddige” tal inden
for et givet kald af IML. Ogsa nér vi senere karer programsekvensen flere gange indenfor samme IML kald har seed’en
kun betydning ferste gang. @nsker man ingen seed kan man angive 0. SAS vadger s selv hvor sekvensen of tilfaddige
tal skal starte, hvilket varierer hver gang programmet kares.



SAS koden til at konstruere ét fiktivt datasegt pa 100 observationer kan se saledes ud:

Proc I M;
antal obs = 100; * antal observationer i datasatet;
mu = j (antal obs, 1,28.5) ; * m ddel vag di vektor ;
seedvct = j(antalobs,1,1) ; * Samre dinmension somvektor af tilfadige tal ;
seedvct = 117*seedvct ; * Seedvagdien er sat til 1.

* Laver en vektor af uafhangi ge standard norrmal fordelte variabler
= nornal (seedvct) ; * Dinension af e bestemmes af seedvct ;

D

* vektor af kunstige |lgndata fra den gnskede fordeling
y =nm + 1.5 * e

quit;

Trin 2: Find estimaterne
| dette trin udregnes de relevante estimater. | eksemplet med startlgnninger var den parameter, vi er

interesseret i, middelvaadien w. | dette eksempe vil vi sammenligne to estimatorer nemlig
gennemsnittet m og gennemsnittet af den sterste og mindste observation m, :

1 100

1002 ¢

i=1
1, .
m, = E(mlnizl,,,loo (yi )+ mMaX; 4 100 (yi ))

Né&r estimaterne er udregnet gemmes de for hvert genereret datasag. Estimaterne indlasses direkte i

matricer, der rummer resultater for alle M replikationer. Dette er smart ndr man gar til trin 3.

SAS-koden til udregning af estimaterne:

mL[j, 1] =sun(y)/ ant al obs; * estimatet ml (gennensnittet);
n2[j, 1] =1/2*(mi n(y) +max(y)); * estimatet n2 (gns. min og max);

Trin 3: Gentagtrin 109 2
Ideen med trin 3 er, at man nu har mulighed for at traskke et nyt datasad 0g estimere parametrene pa
baggrund heraf. Dette geres ved at gentage trin 1 og 2. Det gnskede antal replikationer afhsanger af



det specifikke eksperiment. Generelt vil man gerne have sa mange replikationer som muligt, da det
@ger praisionen i bestemmelsen af fordelingen af estimatorerne. Omkostningen ved et meget hgjt
antal replikationer er, at det kan tage lang tid at udfare eksperimentet (dette afhaenger ogsa af
computeren). | mangetilfadde vil 10.000 vaare et rimeligt antal.

SAS-kode:

| dette trin skal man lave en Igkke, som i hvert trin genererer et datasad og estimerer parametrene
somi trin 1 og 2, og gentager dette 10.000 gange. L gkken startes ved at skrive: ”do j=1 to antalrep;”
og afduttes ved at skrive: "end;”. Legkken lgber nu over indekset j, og de kommandoer, som star
mellem "do..” og "end;” udfgres nu "antalrep” gange. | begyndelsen af programmet er ”antalrep”
sat lig med 10.000.

Derefter skal man sgrge for, at man for hver simulation far gemt sine estimater. Dette kan geres
ved, a man i starten af sit program laver matricer til estimaterne. Dimensionen af disse skal svaretil
antallet af simulationer. | dette tilfadde laves to vektorer m1 og m2, som hver har dimensionen

10.000x 1. Dernaest laver man en | gkke p& samme méde somii trin 1.”

SAS-kodetil Igkke over antal replikationer:

antal rep = 10000; * antal replikationer i simulationen;

*initialiser vektorer;

m. = j(antalrep,1,.); * vektorer til at geme estimterne i;
m = j(antalrep,1,.);

do j=1to antalrep ; * |gkke over sinulationer;

end;

" Hvis man arbejder med meget hgje antal replikationer og/eller har brug for at gemme mange estimater for hver
replikation kan det af hensyn til computerens kapacitet vaae ngdvendigt at beregne fx gennemsnit og varians af
estimaterne |gbende i stedet for at gemme hele sekvensen i en matrix.



Trin 4: Analyse af estimater baseret pa simulerede data

Efter at have udfert trin 1-3 vil man have et antal (f.eks. 10.000) "realisationer” af estimaterne. Ud
fra disse kan man s undersgge fordelingen af estimaterne eller udregne middelvaardi og varians pa
estimatet.

Figurne nedenfor viser histogrammer af de to sat af estimater. Begge estimater er centerede
omkring den sande vaadi 28,5. Det ses ogsj, at fordelingen af estimaterne ligner en

normalfordeling. Den beregnede middelvaardi og varians for de to fordelinger er angivet i tabellen.

Figur: Histogram over estimaterne baseret pa n=100 observationer og M=10.000 simulationer

Histogram over m1 estimatoren

IO 0% 0T
=}
|

] T T T T T T T T T T T T T T 1 1
27.92 28 28.08 28.16 28.24 28.32 28.4 28.48 28.56 28.64 28.72 28.8 28.88 28.96 29.04 29.12
coL1



histogram over m2 estimatoren
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For at undersgge hvad der sker med estimaterne, hvis vi har et datased med faare observationer,
gentages simulationseksperimentet, hvor vi kun har hhv. 50 individer og 10 individer i hvert
datasad. Det sker i praksis ved at antalobs aandres til 50 og dernaest til 10. | tabellen nedenfor er

middelvaadi og varians for fordelingerne af de to estimater angivet.



Tabel: Middelvaardi og varians af de to estimatorer baseret pA M=10.000 simulationer

m m,

N=100

Middelveardi 28,4990 28,5015
Varians 0,0223 0,2089
N=50

Middelveardi 28,4993 28,4988
Varians 0,0443 0,2445
N=10

Middelveardi 28,4975 28,4894
Varians 0,2209 0,4116

Sammenligner man middelvaadien af estimaterne, kan man se, a for begge estimater (og for alle
vaadier af n) er middelvaadien tag pa den "sande' middelvaardi, som er 28,5. Dette stemmer
overens med, at begge estimatorer er middelrette, dvs. uanset n vil estimatorerne have middelvaadi
lig den sande parametervaadi. Vil man yderligere forbedre simulationseksperimentet, fx
bestemmel sen af middelvaardien, skal man sedtte antallet af replikationer op.

Hvis man sammenligner variansen af de to estimatorer i tabellen, kan man se, at variansen er starst

for m,.

Opgave: Kunne vi pa forhand have sagt noget om, hvilken af de to estimatorer, der har den mindste

varians?[ Hint: Kan vi bruge Gauss-Markov teoremet til sammenligningen?]
Det fremgar ogsa af tabellen, at variansen af estimaterne stiger, nar n falder.

Opgave: For estimatoren m kan den teoretiske varians udregnes ud fra afsnit 6.2 i ” Teoretisk

statistik for gkonomer” . Beregn den teoretiske varians for hver vaadi af n og sammenlign med

simul ationsresultater ne.
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SAS-kode:
For at analysere estimaterne er det lettest at lave matricerne med estimater om til et SAS datasad.
Dette kan gares ved at bruge kommandoen " create” som laver et nyt datassd.

dd=mi| | n2; * datamatricen med de to estimater;
create hist fromadd ; * udskriver matricen til et datasadt;

append from dd;

Dernaest kan estimaterne analyseres ved at benytte Proc Univariate.

3. Afrunding

Vi har skitseret ideen med at anvende simulationseksperimenter i @konometri 1. De opfylder en
rackke formal, fx at efterpreve teoretiske resultater, hvor disse kan udledes anaytisk, og helt erstatte
analytiske resultater, hvor disse er vanskelige eller umulige at opna. Vi vil se eksempler pa begge

typer af analyser i forelaesningerne og i @velsesopgaverne.

Noten giver ogsa en skabelon i SAS til at lave egne simulationseksperimenter. SAS-stumperne i
noten er samlet til et program, der kan sesi appendix og ligger som fil pa hjemmesiden. Bemagk at
programmet primaat er skrevet med et pasdagogisk formd og at det ikke ngdvendigvis er saaligt
kompakt eller efficient i sin opbygning.

4. Supplerende litteratur

Vil man laese mere om simul ationseksperimenter vil et godt sted at starte vaare: J. Johnston og J.
DiNardo: " Econometric Methods’, 4. udgave, afsnit 11.1. En mere avanceret kilde er D.F. Hendry:
"Monte Carlo experimentation in econometrics’, i Z. Grilichesog M. Intriligator: Handbook of

econometrics, kapitel 16.
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Appendix:

SAS-program

Det samlede program til at lave simulationseksperimentet beskrevet i noten.

dm "cl ear
dm "cl ear

out";
| Ogn ’

Proc | M
ant al obs
antal rep

100 ;
10000;

*initialiser vektorer
mL j(antalrep, 1,.);
n2 j(antalrep,1,.);

mu j (ant al obs, 1, 28. 5)
seedvct
seedvct

117*seedvct ;

do j=1to antalrep

j (antal obs, 1, 1)

antal observationer i datasatet;
* antal replikationer i simulationen
* vektorer til at gemme estimaterne i

* m ddel veg di vekt or ;

;. * Samme di nensi on som vekt or
* Seedvagdien er sat til 117
Kun 1. elenent i vektoren far

af tilfaddige tal
bet ydni ng ;

* | gkke over replikationer ;

* Genererer trakning af et datasad pa antal obs observationer ;

* Laver en vektor
e = nornal (seedvct)

af uaf hangi ge standard norna

fordelte variabler ;
* Di mension af e bestenmmes af seedvct ;
* Kun 1. elenent i seedvct har betydning

* vektor af kunstige |lgndata fra den gnskede fordeling

y =nmu + 1.5 * e
* estinmaterne gemmes i de to bogfearingsvektorer
mi[j, 1] =sun(y)/ ant al obs ; * estimatet ml (gennenmsnittet);
n2[j, 1] =1/ 2*(mi n(y) +max(y)); * estimatet nR2 (gennensnit af mn og max);
end; * | gkken over replikationer slutter her
dd=mi| | n2; * datamatricen med de to estimater;
create hist fromdd ; * udskriver matricen til et datasat
append from dd;
run;
quit; * Her forlades | M. nodul et.
De beregnede estinmater nmlL og n2 |ligger i datasagtet hist ;

proc univariate data=hist;
var col 1;

title "H stogram over
hi st ogram ;

run;

proc univari ate data=hi st;
var col 2;

title "histogram over
hi st ogram ;

run;

* deskriptiv statistik pa ni;

mlL estinatoren”;

* deskriptiv statistik pa ng;

nm2 estinatoren”;
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