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Note til styrkefunktionen

Forst er det vigtigt at gore sig klart, at ndr man laver statistiske test, s kan man begé to forskellige

typer af fejl:

o Type 1 fejl: At forkaste Hy ndr den egentlig var sand, og dermed skulle have veeret accep-
teret. Sandsynligheden for at begd denne fejl er direkte forbundet med testets signifikans-
niveau. Hvis man (s&dvanligvis) tester pd 95% niveau, si er risikoen for at begd en type [
fejl, alt andet lige storre end hvis man tester pa eks. 99% niveau. Hvis man derfor kun er
bekymret over type 1 fejl, sa kan man sige, at sd ber man blot sette signifikansniveauet
meget lavt, eks. 0,005 — da man s kun gennemsnitligt i 1 ud af hver 200 tests vil komme
til at bega en type 1 fejl — altsa at forkaste en sand Hy, men her kommer type 2 fejl ind 1
billedet.

» Type 2 fejl: At undlade at forkaste Hy nar den egentlig var falsk — altsd at acceptere Hy pd
trods af at H; var sand. Der er et grundlaeggende trade-off mellem de to typer af fejl. Hvis
man valger at reducere sandsynligheden for at begé type 1 fejl, fx ved at teste pd 99% ni-
veau i stedet for fx 95% niveau, sa vil man da samtidig automatisk ege sandsynligheden
for at begé en type 2 fejl, altsa vil man vare mere tilbgjelig til at lade tvivl tale til fordel
for nulhypotesen, da man tester pd 99% niveau, og dermed mere ofte komme til at opret-

holde nulhypotesen til trods for at alternativhypotesen faktisk var sand.
* Sandsynligheden for at begé en type 1 fejl er lig med testets signifikansniveau a.
» Sandsynligheden for at bega en type 2 fejl henger sammen med temaet for denne note —

testets styrkefunktion.

Hvad er styrkefunktionen?

Styrkefunktionen angiver sandsynligheden for at forkaste Hy givet at denne rent faktisk er falsk,

dvs. givet at H; (alternativhypotesen) er den rigtige.

Den hypotese vi tester er folgende: Hy: 6 = 6 overfor et givet alternativ (kan bade vaere mindre end

storre end eller forskellig fra ). Det vi ensker er at f4 en vurdering af, er sandsynligheden for at
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parameteren rent faktisk er 6, og ikke 8y som Hy angiver. Denne storrelse, der netop er testets styr-
ke, ma naturligvis athaenge af vaerdien af 6;. Vi skriver derfor testets styrkefunktion som #(6;).

Testets styrke mé alt andet lige vaere svagere, nar man valger en 0, tet pd 6y end nir man velger en

0, lengere vek fra 6.

Huvis et tests styrke over for et givet alternativ (i form af parameteren ) er en hej vaerdi (tet pa 1),
sa vil det med andre ord sige, at sandsynligheden for at forkaste Hy givet at den rent faktisk ber for-
kastes er stor, og dermed at sandsynligheden for at begé type 2 fejl er relativt lille. Sandsynligheden

for at begé en type 2 fejl er givet som:

1 —n(6))

Derfor er et test (over for et givet alternativ) et ”bedre” test hvis det har en hgj styrke end et test der

har en lav styrke. Med andre ord et sterkere test — deraf navnet styrkefunktionen.

Beregninger pd styrkefunktionen

Man beregner et test styrke over for et givet alternativ ved at udregne sandsynligheden for at havne
1 forkastelsesomradet R, givet at 6, er den sande verdi af 6. Dvs.

n(0)=PXDOR[O=06)

Fksempel ( binomialfordelingen)m.

Antag at vi har en binomialfordelt stokastisk variabel X med antalsparameteren 133 og en
sandsynlighedsparameter 6. Altsa

X ~ bin(n=133, )
Vi har observeret en vaerdi af X til 88. Spergsmalet er om den sandsynlighedsparameteren kan ten-

kes at vaere 0,65? Altsa ensker vi at teste:

Hop: 6=10,65 H;: 6 #0,65

Signifikanssandsynligheden for dette test erEI

p=2-min{P(X > 88), P(X<88)} =2 - min{0,4278 ; 0,6423} = 0,8556 (eksakt beregning)

! Dette eksempel er hentet fra Eksamensopgaven sommer 2000 Opgave 2 sporgsmal 3
? jf. lzerebogens side 318.
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Vha. normalfordelingsapproksimationen fas:

_*_ 1_
p= zamn% 133,65 H. ,H 88+3-1330,65
133[(1)65[@1 0,65) 13300,65 {1 - 0,65)

p=2 mmn{l ®(0,1909); ®(0,3727} =2 [nir{ 0,4243 ;0,645 =0,8486

Dermed mé hypotesen om at parameteren 6 er lig med 0,65 altsa klart accepteres.
Vi skal nu beregne dette tests styrke i forhold til et alternativ om at § = 0,50.

Vi skal altsa beregne sandsynligheden for at havne i forkastelsesomradet givet at 8 = 0,50.
Vi beregner derfor forst acceptomridet (konfidensintervallet) for hypotesen Hy (pé signifikansni-

veau 0,05). Der er tale om et approksimativt konfidensinterval i normalfordelingen:

nptu,,, Qnp{l-p)=13300,65+1,96 F/133[0,6510,35 =[75,67 ;97,23]

Nu skal vi da finde sandsynligheden for at X ikke ligger 1 dette interval givet at den sande 6 = 0,50 —
Bl

forst beregnes den vha. normalfordelingsapproksimationen™

,7(0,50) = P(X 0 [75,67 : 97,23] |9 _ 0’50)= ¢E75,67 —-13310,50 E_ ® 7,23-13300,50

J13300,500,5 J133100,500,5

= ®(1,59)+1-D(5,33) = ®(1,59)+ D(- 5,33) = 0,9441 +0,0000 = 0,9441

Og dernast eksakt 1 binomialfordelingen:
n(0,50)= P(x 0[75,67;97,23]/6 = 0,50)= P(X <75,67)+1- P(X £97,23)=
P(x <75)+1-P(x <£97)=0,9409

(, idet X ~ bin(n = 133, 6 = 0,50))

Altsa har testet en styrke pa 94,1%. Ergo er sandsynligheden for at bega en fejl af type 2, altsa at
acceptere en hypotese om at 6 = 0,65, hvis den sande verdi rent faktisk er 0,50 altsa omkring 5,9%.

3 Bemark, at der her i approksimationen ikke er tillagt/fratrukket 2 som vi ellers plejer at gore nar vi skal approksimere
en diskret fordeling i U-fordelingen. Grunden til dette er at de graenser der indsettes ikke er heltallige observationer fra
den diskrete fordeling, men i stedet approksimativt udregnede verdier i normalfordelingen.
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Sandsynligheden for at bega en fejl af type 2 er altsé ikke serlig stor i dette tilfelde, hvilket haenger

sammen med at der er relativ stor forskel pa de to opstille parameterverdier — 0,65 og 0,50.

Hvis man i stedet beregner styrken for et alternativ om at 8 = 0,60, sa fas folgende:
n(0,60)= P{x 0[75,67;97,23] |9 = 0,60)= P(X <75,67)+1- P(X £97,23)=
P(x <75)+1-P(X £97)=0,2233

Altsa far vi et svagere test med en ret stor risiko for at bega en type 2 fejl over for det givne alterna-

tiv, at = 0,60. Tilsvarende kan man for alle [ [0;1] beregne testets styrke. Dette er vist i figuren

nedenfor:

Styrkefunktionen for test i binomialfordelingen

Styrken

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Theta

Fksempel (sammenligning af to norrnalfordelinger)EI

Dette eksempel viser hvordan man beregner styrken for et test der sammenligner middelverdierne i

to normalfordelinger.

* Dette eksempel bygger pa Eksamensopgaven 2001 sommer opgave 2.
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Vi har givet to normalfordelinger:

Gruppe Gennemsnit Empirisk varians
1 (n =50 obs.) 37,89 12,2337
2 (m =83 obs.) 28,62 14,078

For at kunne udfore testet for om middelvaerdierne er ens, ma vi forst undersege om varianserne er

ens, dette testes ved folgende V-test:

‘H()Z 0'12 = 0'22 VS. H]I 0'12 75 0'22
2 2
V= m‘?}(t%,i ~ F(obsantal ,,, -1, obsantal . 1)
minys, , s,
2
y = 1A F(83-1,50-1)

12,233
p=2P( >v")=0.289

Ergo kan varianserne antages at vere ens, og dermed kan vi udregne den poolede varians:

2 :(n_l)lzdvlz-'-(n/l_l)Ed‘Z2 :13,422
n+m-—2

pooled

Nu kan vi bruge t-testet for at teste om middelvardierne er ens:

Ho: i1 = o vs. Hirw#u
X, -X
r=—-"1""2 _~Th+m-2
Spooled qf%-l_i ( )
‘= 37,89 —28,62
1342002+

p=20P(1 >[{)=0,0002 <a =0,05

=3,86~1(50 +83-2)

I opgaveteksten tester man ensidet med alternativet H: u; > i, , og da bliver signifikanssandsynlig-

heden lig med
p=P(T >1)=0,0001<a =0,05

Ergo er middelverdierne ikke ens — middelvaerdien for gruppe 1 er signifikant sterre end middel-

vardien for gruppe 2.
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Vi skal nu beregne testets styrke over for et alternativ om, at forskellen i middelvaerdier er lig med

12, hvor vi fer testede om forskellen 1 middelvardien var lig med 0 — altsé at de to middelvaerdier

var €ns.

Vi starter med at antage at de i de foregdende beregninger indgaende varianser kan betragtes som

kendte med deres estimater som VaerdielE!

Vi konstruerer nu en stokastisk variabel X, som differensen mellem X; og X,. Husk at fordelingen

D 2
. . - lop

af gennemsnittene® er givet ved: X .~ Nf %,/l.,—’% Dermed mé der ogsé gelde:
ni

n

2 2
)?D :()?1 —fz)NNf%J:M —H, 90'2 :O-—l‘l‘am—ZE

Idet variansen kan betragtes som kendt, udregnes denne:

5 a_f+a_§_ 12,2332 +14,0782

g’ = =2,402°
n m 50

Dvs. at under hypotesen om at middelveardierne er ens, dvs. Hy: up = 0 geelder, at

X, ~ Nr(0;2,402%)

Et 95% konfidensinterval (acceptomradet) for up under det ensidede alternativ, at up > 0, findes ved

at finde 95% fraktilen i den til X, herende normalfordeling:
X po9s =0U 45 + 1 =2,402[0,645+0=3,95
Dermed bliver 95% konfidensintervallet:

p, O] ;3,95

Nu skal vi beregne styrken for dette ensidede test under en alternativ hypotese om at yp = 12:

n(12)=P(X, 0]-w;395]|u, =12)= P(X, O[3.95; o |1, =12)= P(¥, 23,95 |u, =12)

s1-oP 12 ®(-3,35)=1-0,0004 = 0,9996
1 2,402 —

> Dette er en normal antagelse at gore, da vi ellers ikke langere kan beregne styrken i U-fordelingen.
% Jf. Saetning 6.2 i lerebogen.

-6-
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Dette test har séledes en relativ hej styrke, og risikoen for at begé en type 2 fejl, altsa risikoen for at

acceptere hypotesen om ens middelvardier pa trods af at den sande vaerdi af up, dvs. forskellen

mellem middelvardierne i de to normalfordelinger, rent faktisk er 12, er sdledes s& lav som 0,0004.

Styrken for det ensidede test kan beregnes for alle (positive) vardier af up og dette er illustreret i

figuren nedenfor:

Styrkefunktionen for normalfordeling (ensidet test)

12

0.8 //
0.6

) /
0.2

0 2 4 6 8 10 12

Styrke

middelveerdi

Hvis i stedet man laver testet to-sidet, s skal man naturligvis blot sla 2'42% og 972% fraktilerne op
i X,’s normalfordeling, og intervallet mellem disse to granser er acceptomradet. Dermed bliver

sandsynligheden for at havne i forkastelsesomradet en toleddet storrelse.

95% konfidensintervallet for up bliver i dette tilfeelde [-4,71 ; 4,71].

Dermed bliver styrken over for alternativet at up = 12 1 dette tilfeelde:
n(12)=P(X, 0[-4,71;4,71] |y, =12)= P(X, O]-e0; - 4,71 U[4,71; o |11, =12)
=1,75007" +0,9988 = 0,9988

Dermed bliver styrken for det dobbeltsidede test altsa en smule svagere end for det enkeltsidede

test.
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Tilsvarende kan styrken ogsa beregnes for alle vardier 1 det dobbeltsidede tilfaelde, hvilket er vist 1

figuren nedenfor.

Styrkefunktionen for normalfordeling (tosidet)

1-9.
B

S

y
N\

Styrke
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o

-12 -6 0 6 12
Middelveerdi

Fksempel (poissonfordelingen):

Vi betragter nu en poissonproces, hvor X angiver antallet af patienter der ankommer til en skadestue
1 dognet. I forbindelse med en undersogelse som skadestuen tidligere har gennemfort har man esti-
meret at der gennemsnitligt ankommer 80 patienter i degnet. Ledelsen af sygehuset har hert i kro-
gene, af der ikke l&ngere er den samme mengde patienter pa skadestuen, og udferer derfor en en-
kelt dag en stikprove, hvor det viser sig at der ankommer 67 patienter til skadestuen. Ledelsen me-
ner hermed at have konkluderet at besegsmangden pé skadestuen er faldet og at der derfor skal
skaeres 1 personalet.

Skadestuens personale er oprorte og har nu bedt de seje politstuderende om at vurdere om der rent
faktisk er sket en signifikant reduktion 1 antallet af besggene eller om det blot kan tenkes at vere

udslag af tilfzeldigheder. Dette gores ved at teste en hypotese om at den sande A er 80. Dvs.
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_
Ho: 4 =80 vs. H,: . <80"

X ~ Ps(l. = 80)

Signifikanssandsynligheden for dette test er:
p=PX<67)=0,0782>a=0,05

Altsd ma vi glede personalet pd skadestuen med, at vi pa 5% niveau ikke kan afvise at det faktum at
der den padgaldende dag blot var 67 patienter, alene skyldes tilfeldige udsving fra et gennemsnitligt
antal patienter pa 80 pr. dag.

Dette meddeler personalet pa skadestuen til sygehusledelsen, der dog straks bemaerker at der i den
opstillede testprocedure jo er en risiko for at man kommer til at acceptere Hy selv om den rent fak-
tisk er falsk. Dette tygger de ansatte i skadestuen sa lidt pa og beder sa atter en gang de politstude-
rende om hj aalpE].

En af de kvikke studerende finder hurtigt ud af, at det der sperges til reelt er styrken af det test der
tidligere blev udfert. Man beslutter sig derfor for at beregne styrken af testet over for et alternativ

om at A = 67.

Denne er givet som sandsynligheden for at X tilherer forkastelsesomrddet for Hy: 4 = 80, givet at A
= 67 er den sande vaerdi. Derfor beregner vi forst konfidensintervallet for det tidligere udferte test.
Idet vi er i en diskret fordeling kan vi ikke pracis ramme et 95% konfidensinterval. Det taetteste pa
vi kommer er et 95,1% konfidensinterval, der er intervallet 4 [ [66; oo[. Styrken # er derfor givet
ved:

n(67)=P(X O [66; 0 | 1=67)=P(XT]0;65]|1=67)=0,4351

Dyvs. at sandsynligheden for at acceptere nulhypotesen om at 4 = 80 givet at en alternativ vaerdi
A =67 faktisk er den sande vaerdi af A ret beset er ganske stor, nemlig 1 — #(67) = 0,5649.
Derfor ma man trods alt give sygehusledelsen ret i at der er en ganske stor risiko for at komme til at

acceptere en hypotese om at 4 = 80 selvom den sande verdi faktisk er A = 67.

7 Da man kun er interesseret i at forkaste den pagaldende hypotese, safremt man da paviser at ankomstraten er storre
end 60.

-9.
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Styrkefunktion for poissonfordeling (ensidet)
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